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y'=cos(y), y(0)=0, ¥ (0)=1 (1)
a) Vi innfgrer nye variable og skriver det som et system.

Y = yo, y1(0) =0
/
Yo = cos (Y1), y2(0) = 1.

Ved & derivere y slik at vi far yf = y} ser vi at vi ender opp med (1) ved a
sette inn for v, = cos (y1).

b) Heuns metode er gitt ved

y:H—l =Y, —+ hf(wru yn)

1 *
Yni1 = Yp T ih [f(xmyn) + -f(xn-‘rl? yn+1)] ’

hvor y og f kan vaere vektorer. Fra a) skriver vi systemet vart pa vektorform
som

=l =1,

hvor vektoren y = [ ‘Z; } Initialvektoren var blir da y, = [ z;gg; ] = [ (1) ]

Vi ser at ligningssystemet vart er autonomt, dvs ikke avhengig av x.

Yo = [(1)]
R H R Y

v = Yot yh[f(o o) + i)

= 1] +00 ([ x| [ eomion ]) = Lot |

Forste skritt
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Andre skritt

[ 0.1050 ]
Y

1.0998

. i ) = 0.1050 01 1.0998 | 0.2150
Y2 = Y1 LY = 11,0998 ‘ cos (0.1050) | | 1.1992

vo = wi b yh Uy + F 3

_ [010507 oo 10998 ] [ 11992 [ 0.2199
~ | 1.0998 ' cos (0.1050) cos (0.2150) | ) — | 1.1983

Siden det er fgrste element i y som inneholder y = y;, blir svaret y(0.2) ~
0.2199.

a) Vi innfgrer nye variable y; = y og y2 = ¢/ og far differensialligningssystemet

P . Y1 (O) =2
med initialbetingelser
— ¥y — & y2(0) = 0.

b) For differensialligningssystemet i a) blir “Baklengs Euler” gitt ved

Yn+1| _ (Yin Y2,n+1
nn] = Bl -
Y2 n+1 Y2.n (1 - yl,n+1)y2,n+1 — Yin+1
Med n = 0,h = 0.1 og initialbetingelsene y1 9 = 2 og y2,0 = 0 far vi ligningssys-
temet
y1,1 =2+ 0.1y21
Y21 = 0.1[(1 = 47 1)y21 — y11].
Multipliserer vi begge ligningene med 10, kan ligningssystemet skrives
10y1,1 — 921 —20=0
y11+ (9 + 45 1)y2,1 = 0.
c) Ligningssystemet
10y1 —y2—20=0
1+ (9+y7)y2 = 0.

har Jacobimatrise
J( ) = 10 -1
Y1,Y2) = 1 +2y1y2 9+y% .

Vilar na y;* veere den numeriske lgsningen av y; etter n iterasjoner med Newtons
metode, der i = 1,2. For finne y] = y9+ Ay og y3 = y3+ Ay lgser vi ligningen

Ayf 10y9 — 49 — 20
J 07 0 |: 1:| - _ |: 1 2
W7:92) | a8 w4 9+ (49)%)y3

med hensyn pa(Ay?, Ayd)T. Med startverdiene y9 = 2 og y§ = 0 far vi

V] (3 L
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som gir

Ayl o —1]7'[o] 1 13 17[0] _ [0.02
Aydl — |1 13 2| 131 |-1 10| |2 [0.15"
Folgelig far vi
yi =1.98 og yi=—0.15.

Vi bruker fempunktsformelen for approksimere ., + uy,, altsa

Ui—1,j + Uit1,j + Wij—1 + Ui i1 — du
h2

ua:m(l'i, y]) + uy?J(xiv y]) ~
der u; ; = u(x;, y;). Ved sette dette inn i ligninga far vi

U1+ U1y + U1 + Uijr1 — du; _
h2 B

2

Uit + Uit g + i1 + Uija1 — dugy = —h

-1

Vi har 4 ukjente (de 4 punktene i midten) og for disse 4 ligningene

—4u171 +ug1 +ui2 = —h?
Uy — 4ugq + ugg = —h?
Uy — 4uyg + ugg = —h?
Uz +ur g — dug g = —h?
der vi har satt alle nodene pa randen lik 0. Vi har h = %, da far vi —h?% = —%. Dette

ligningssystemet kan da skrives som

—4 1 1 0 U1,1 1
1 -4 0 1 ug1| 11
1 0 —4 1| |wa| 9|1
0 1 1 —4 ’u,272 1

a) Approksimasjon av likningen i noden (x;,y;) ved hjelp av sentraldifferanser gir
Uit + Uiji1 + Uij1 + Uinrj — 4U; j = B2 f (i, y5),

Approksimasjon av likningen i (z;,y;), hvor 4, j € {1,2}, gir likningene

1

—4U11 +Uip+ U1 +04+0 = (1/3)227(% 4 §)’

U1 —4Uz1 +Uz2+0+3- % _ (1/3)227(§ 4 é),
Uip—4U1p+Uzp +3- % +0= (1/3)227(% + g),
Usg+Uip—4Uz2+ 3 - % +3. % _ (1/3)227(§ + g)
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Dette kan skrives pa matriseform

-4 1 1 0 Ui 2
1 —4 0 1] |Ua1| |2
1 0 -4 1 U2| |2
0 1 1 —4] Uy 0
b) En iterasjon med Gauss-Seidel gir U1171 = —1,U2171 = —1,U1172 = —1,U21y2 =
—0.5.
Ligningene for de 3 indre nodene er
k
W = o (2t 2np )
k
ugH —uy = Y] (ug —2uy +u + ugﬂ — 2n3+1 + u?“)
k
ugﬂ —uy = Y (—2u§ + uy — QngJrl + ugH)

O =u($,0)=23, ud =u(3,0) =2 ul=u(2,0) = 3. Dette gir

1 1 1
1 1 3
—§u% + 2u% §u§ = B eller —u% + 4u% — uil)) =
1 _ ol 1 _
—cul+2ui = 1 uy + dug
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