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Løsningsforslag — Øving 13

1 Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet (f ∗ g)(t) med f(t) = t og g(t) = et.

t ∗ et =

∫ t

0
f(v)g(t− v) dv =

∫ t

0
vet−v dv

=
[
v
(
−et−v

)]t
v=0

+

∫ t

0
et−v dv (delvis integrasjon)

= −t+
[
−et−v

]t
v=0

= et − t− 1

2 Vi skal løse integralligningen

y(t) = sin t+

∫ t

0
y(τ) sin(t− τ) dτ = sin t+ (y ∗ sin t)(t).

Ved laplacetransformasjon f̊ar vi

Y =
1

s2 + 1
+ Y

1

s2 + 1

⇒ s2Y = 1 ⇒ Y =
1

s2
⇒ y(t) = t

3 Vi skal finne den komplekse Fourierrekka til f(x) = x2, −π < x < π.

Formel ??? p̊a side ??? i Kreyszig gir

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx.

Vi m̊a skille mellom n = 0 og n 6= 0 og f̊ar (ved to delvis integrasjoner n̊ar n 6= 0):

c0 =
1

2π

∫ π

−π
x2 dx =

1

2π

[
x3

3

]π
−π

=
π2

3
, (n = 0)

og
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cn =
1

2π

∫ π

−π
x2e−inx dx

=
1

2π

[
x2

−in
e−inx

]π
−π

+
1

iπn

∫ π

−π
xe−inx dx

=
1

2π

(
π2

in
einπ − π2

in
e−inπ

)
+

1

iπn

[
x

−in
e−inx

]π
−π

+
1

πn2

∫ π

−π
e−inx dx

=
1

πn

(π
n
e−inπ +

π

n
einπ

)
− 1

πn2
1

in

[
e−inx

]π
−π

= 2
(−1)n

n2
− 1

πin3
(
e−inπ − einπ

)
= 2

(−1)n

n2
, (n 6= 0)

der vi har brukt at e±inπ = cosnπ ± i sinnπ = cosnπ = (−1)n.

Ergo har f(x) kompleks Fourierrekke

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=−∞
n6=0

2(−1)n

n2
einx.

Vi merker oss her at cn = c−n, s̊a vi har at an = 2cn og bn = 0. Alts̊a er

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cosnx

4 Vi har fra oppgave 3 at det komplekse Fourierrekken til f er

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=−∞
n6=0

2(−1)n

n2
einx.

Vi f̊ar da

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=−∞
n 6=0

2(−1)n

n2
einx

=
π2

3
+
∞∑
n=1

2(−1)n

n2
(
einx + e−inx

)
=
π2

3
+

∞∑
n=1

2(−1)n

n2
2 cosnx

=
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cosnx

som er (cosinus) Fourierrekken i reell form.
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5 Vi skal bruke Fourierintegral til å vise at

∫ ∞
0

cosxw + w sinxw

1 + w2
dw =


0 hvis x < 0

π/2 hvis x = 0

πe−x hvis x > 0

Legg merke til at π/2 er middelverdien av 0 og πe0 = π. Derfor er

f(x) =

∫ ∞
0

[A(w) coswx+B(w) sinwx] dw, ∀x

der A(w) = 1
π

∫∞
−∞ f(v) coswv dv og B(w) = 1

π

∫∞
−∞ f(v) sinwv dv, for

f(x) =


0 hvis x < 0

π/2 hvis x = 0

πe−x hvis x > 0

Vi f̊ar ved bruk av Rottmann, formel 123 og 133 side 144 at

A(w) =
1

π

∫ ∞
0

πe−v coswv dv =

[
e−v

1 + w2
(− coswv + w sinwv)

]∞
0

=
1

1 + w2

B(w) =
1

π

∫ ∞
0

πe−v sinwv dv =

[
e−v

1 + w2
(− sinwv − w coswv)

]∞
0

=
w

1 + w2

Følgelig kan f(x) representeres ved Fourierintegralet

f(x) =

∫ ∞
0

cosxw + w sinxw

1 + w2
dw.

6 Siden funksjonen sin(xw) er en odde funksjon blir
∫ 1
−1 e

−ixwdx =
∫ 1
−1 cos(xw)dx.

Alts̊a blir

1√
2π

∫ 1

−1
e−ixwdx =

1√
2π

∫ 1

−1
cos(xw)dx =

√
2

π

∫ 1

0
cos(xw)dx =

√
2

π

[
sin(xw)

w

]1
0

=

√
2

π

sinw

w
.

Dersom f(x) betegner funksjonen som er gitt ved

f(x) =


0 for |x| > 1
1
2 for |x| = 1

1 for |x| < 1

har vi nettopp regnet ut at f̂(w) =
√

2
π
sin(w)
w , og derfor er f(x) = 1√

2π

∫∞
−∞ e

ixwf̂(w)dw.

Siden f̂(w) er en likefunksjon er f(x) =
√

2
π

∫∞
0 cos(xw)f̂(w)dw. Ved å sette inn f̂(w)

har vi f(x) = 2
π

∫∞
0

cos(xw) sinw
w dw. Ved å velge x = 1

2 f̊ar vi∫ ∞
0

cos(12w) sinw

w
dw =

π

2
.
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7 a) Ligningen gir

F (x)[G′′(t) +G′(t)] = F ′′(x)G(t) ⇒ G′′(t) +G′(t)

G(t)
=
F ′′(x)

F (x)
= k

der k m̊a være konstant. Følgelig har vi

F ′′(x) = kF (x), (1)

G′′(t) +G′(t) = kG(t). (2)

Randbetingelsen gir
F (0) = F (π) = 0. (3)

Vi løser først randverdiproblemet (1), (3). Det er tre muligheter:

1. k > 0. Da skriver vi k = µ2 der µ > 0. Generell løsning blir da F (x) =
Aeµx +Be−µx, men (3) gir A = B = 0, s̊a vi kan se bort fra k > 0.

2. k = 0. Gir generell løsning F (x) = Ax + B, men (3) gir A = B = 0, s̊a vi
kan se bort fra k = 0.

3. k < 0. Da skriver vi k = −µ2 der µ > 0. Generell løsning blir da F (x) =
A cosµx+ B sinµx, men (3) gir A = 0 og B sinµx = 0. Derfor m̊a µ = n,
der n = 1, 2, 3, ....

Vi konkluderer med at F (x) = Fn(x) = Bn sinnx, svarende til k = −n2, for
n = 1, 2, 3, .... N̊a løser vi (2) med k = −n2, dvs.

G′′(t) +G′(t) + n2G(t) = 0

Karakteristisk ligning er λ2 + λ+ n2 =
(
λ+ 1

2

)2
+ n2 − 1

4 = 0, som har røtter

λ = −1

2
± i
√
n2 − 1

4
.

Derfor er

G(t) = Gn(t) = e−t/2

(
Cn cos t

√
n2 − 1

4
+Dn sin t

√
n2 − 1

4

)
og vi konkluderer:

un(x, t) = Fn(x)Gn(t) = e−t/2

(
Cn cos t

√
n2 − 1

4
+Dn sin t

√
n2 − 1

4

)
Bn sinnx

men vi kan sette Bn = 1 (vi har allerede to vilk̊arlige konstanter Cn og Dn, s̊a
Bn kan bakes”inn der).

b) Her er det bare u(x, t) = u4(x, t) som kan komme i betraktning. Vi har fra
svaret p̊a forrige punkt (med Bn = 1),

u(x, 0) = C4 sin 4x = 0 (fra initialbet.) ⇒ C4 = 0.

Vi st̊ar derfor igjen med

u(x, t) = e−t/2D4 sin
t
√

63

2
sin 4x.
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Men da er

ut(x, 0) = −1

2
e−t/2D4 sin

t
√

63

2
sin 4x+ e−t/2D4

√
63

2
cos

t
√

63

2
sin 4x

og innsatt t = 0:

ut(x, 0) = D4

√
63

2
sin 4x = sin 4x (fra initialbet.) ⇒ D4 =

2√
63
.

Svaret er alts̊a

u(x, t) = e−t/2
2√
63

sin
t
√

63

2
sin 4x

Her er et plot av løsningen:
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