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Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet (f * g)(t) med f(t) =t og g(t) = €’.

t t
txel = [ f(v)g(t —v)dv = / ve! ™V dv
0 0
t
=[v (—et*”)]izo +/ eV dv (delvis integrasjon)
0
=—t+ [—et_”]izo =e—t—1

Vi skal 1gse integralligningen
t
y(t) = sint + / y(7)sin(t — 7)dr = sint + (y x sint)(t).
0

Ved laplacetransformasjon far vi

1 1
Y
52+1+ s2+1

1
= S£Yy=1 = Y:? = yt)=t

Vi skal finne den komplekse Fourierrekka til f(z) = 22, -7 < x < .

Formel 777 pa side 777 i Kreyszig gir

1

:27T

! f(z)e ™ dz.

—T

Cn

Vi ma skille mellom n = 0 og n # 0 og far (ved to delvis integrasjoner nar n # 0):

[, 1 [23]" w2
e — d = — | — = — e
OZop ) T 2#[3] _ (n=0)

og
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— i 12 nmT § —inm 4 i z e—inx " + i " e—inr dz
27 \lin in itn | —in S (S
_ 1 T _inn m z'mr) 1 1 —inz]™
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) LS
-9 _ mnm inT
n2 ind (e )
(="
=2l m£0)

der vi har brukt at e = cosnr £ isinnm = cosnt = (—1)".

Ergo har f(z) kompleks Fourierrekke

7T2 & 1\ .

n#0

Vi merker oss her at ¢, = c_p, sa vi har at a,, = 2¢, og b, = 0. Altsa er

2 & 4(—1)"
f(x):7;’+; (n2) cos nx
Vi har fra oppgave 3 at det komplekse Fourierrekken til f er

7T2 & _1\n
f($):§+ Z 2(n21) e

n=-—oo
n#0
Vi far da
2 (0.0
™ 2(_1)n inT
fla) = BN Z 2
n=—oo
n#0
2 & n
s 2(—1 ) .
73_’_2 (n2) (mz+ 7171:2:)
n=1
2 0 n
™ 2(—1)
= 4 Z 5—2cosn
3 = on
2 0 n
T 4(-1)
= 3 + 1; 2 Ccos N

som er (cosinus) Fourierrekken i reell form.
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Vi skal bruke Fourierintegral til & vise at

0 hvis x < 0

w=7r/2 Thvisz=0

> cos zw + w sin zw
0 1+w2

e hvisx >0

Legg merke til at 7/2 er middelverdien av 0 og me® = 7. Derfor er

f(z) = / [A(w) coswz + B(w) sinwz] dw, Yz
0
der A(w) =1 [ f(v)coswvdv og B(w) =1 [ f(v)sinwvdv, for

0 hvis z < 0
fle)=<m/2 hvisx=0

e * hvisxz >0

Vi far ved bruk av Rottmann, formel 123 og 133 side 144 at

1 o0 e v [e’e) 1
Aw) = 7T/0 me Y coswvdv = [1+w2(—coswv—l—wsimwv)}0 = T

1 > —v o]
B(w):/ me  Usinwvdv = %(—sinwv—wceswv) :Lz

T Jo I+w o ltw

Folgelig kan f(x) representeres ved Fourierintegralet

* cos xw + w sin xw
— d

@ Siden funksjonen sin(zw) er en odde funksjon blir f_ll ey = f_ll cos(zw)dz.
Altsa blir

_ sin(zw) ]’ 2 sinw
Wy — cos(zw)dr = \/7/ cos(zw)dx = \/7 [ ] = \/7 )
V2T / V2T / 0 T w

Dersom f(z) betegner funksjonen som er gitt ved

for |z| > 1
flz) = for lz] =1
for lz| <1

= ( ) og derfor er f( \/% e e f(w)dw
Siden f(w) er en likefunksjon er f(z [fo cos(zw) f(w)dw. Ved & sette inn f(w)

har vi f(z) = 2 [° de. Ved & velge z = 1 far vi

har vi nettopp regnet ut at f (w) =4/=

— o= O
)

w = —.
w 2

/OO cos(3w) sinwd T
0
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7] a)

b)

Ligningen gir

G'(t)+G'(t)  F'(x)

F@)[G"(t)+G' ()] = F'(x)G(t) = 0 = Flo) =k
der k méa vaere konstant. Fglgelig har vi
F'(x) = kF(x), (1)
G"(t) + G'(t) = kG(t). (2)
Randbetingelsen gir
F(0) = F(m) =0. (3)

Vi lgser forst randverdiproblemet (1), (3). Det er tre muligheter:
1. k > 0. Da skriver vi k = p? der p > 0. Generell lgsning blir da F(z) =
Aet® + Be™** men (3) gir A= B =0, sa vi kan se bort fra k > 0.
2. k = 0. Gir generell lgsning F(z) = Az + B, men (3) gir A = B =0, sa vi
kan se bort fra k = 0.

3. k < 0. Da skriver vi k = —u? der u > 0. Generell lgsning blir da F(z) =
A cos px + Bsin px, men (3) gir A = 0 og Bsin puz = 0. Derfor ma u = n,
dern=1,2,3,....

Vi konkluderer med at F(z) = F,(z) = B, sinnz, svarende til k = —n?, for
n=1,2,3,... Na Igser vi (2) med k = —n?, dvs.

G"(t) + G'(t) + n*G(t) =0

2

Karakteristisk ligning er A2 + A\ +n? = ()\ + %)2 +n® — % = 0, som har rgtter
1 1

Derfor er

G(t) = Gn(t) = e*t/2 <Cn COSt\/TT—le—I- D,, Sintm)

og vi konkluderer:

1 1
Un(2,t) = Fo(2)Gyp(t) = e /2 (Cn costy/n? — i D, sinty/n? — 4) By, sinnx

men vi kan sette B,, = 1 (vi har allerede to vilkarlige konstanter C,, og D,,, sa
B,, kan bakes”inn der).

Her er det bare u(x,t) = ug(x,t) som kan komme i betraktning. Vi har fra
svaret pa forrige punkt (med B,, = 1),

u(z,0) = Cysindzr =0 (fra initialbet.) = Cy=0.

Vi star derfor igjen med

t
u(z,t) = e /2Dy sin sin4z.
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Men da er

1

tv/ 63
u(x,0) = —§e_t/2D4 sin sindx + e 2Dy cos sin 4x

2

V63 /63
2

og innsatt ¢ = O:

ug(x,0) = Dy 5 sindx = sin4z  (fra initialbet.) = Dy =

w

Svaret er altsa

2 tv/63
“t/2_Z_in

V63 2

sin4x

u(z,t) =e

Her er et plot av lgsningen:
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