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Oppgave 1

a) Vi har
1 1

s(s?2+s—2) - s(s —1)(s+2)
og, etter delbrgksoppspaltning, far vi

1 1 1 1

S(F1s5-2 25 36-1 6+2)

Derfor, fra Laplacetabellen,

1 11, 1
£—1 - — _ ~ ot - —2t.
<s(s2+s—2)) 273 7§

Vi bruker s-forskyningsreglen og far:

e (sery) =< (remg) - e

11 1
= (—5 + get—1 + +66_2(H)) u(t —1)

Vi bruker s-forskyningsreglen en gang til:

o () £ (g 22

11 1
= <—§ + get—2 + +6e‘2<t—2)) u(t —2)
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b) Fra grafen ser vi at
r(t) = u(t) +u(t — 1) — 2u(t — 2)

Vi anvender Laplacetransformen til den ordingere differentialle ligningen og far

2 / 1 6_3 6—28
$%Y — sy(0) — ¢/(0) + sY —y(0) =2V = — + — —2
S

s s
som gir
1 1 e~ e 28
Y = -2
s—1+s(52+5—2)+s(52+5—2) s(s24+s5—2)
Vi bruker punktet a) og far
_ 1 4 t 1 —2t
Y= 5 + 36 + 66
+ =5+ 1et_l + 1e_z(t_l) u(t—1)
2 3 6

Oppgave 2 Vi bruker formlen (Rottman s.176):
F(fg) = V2rF(f)F(g)

og far
F(h)=Fl(e 7 e‘w2)
= V21 F (e ) F(e™)
1 .2\’
= V27 (—6_4)
2
Derfor,
F(h) = ge_w;

w2
For a = %, formlen som er gitt i oppgaveteksten gir F (e_%xz) = e~z . Derfor,

w2

h=FF(h) =\ [5F )

0g

Oppgave 3
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a)

b)

Ved innsetting ser vi at:

2

0 0 . 8u1 82U1 811,2 82u2 .
gite ) gt = (G- )+ (G2 - ) =0

0g

(u1 +u2)(0,t) = 2a, (u1 —u2)(0,t) =0,
(ug + ug)(1,t) = 20, (ug —ug)(1,t) =

Superposisjonsprinsippet holder for (*) dersom Aui(x,t) + Bug(x,t) ogsa lgser (*) for

alle reelle tall A og B:
81@ 82u2 o
b (E “ o) =Y

(Auy + Bug)(0,t) = (A+ B)a og (Auy + Bug)(1,t) = (A+ B)b,

dvs. Auy(x,t) + Bus(z,t) lgser (*) bare nar a = 0 = b. Dermed holder superposisjons-
prinsippet ikke for (*) nar a eller b er ulik null. Men det holder for (**) siden (**) svarer
til (*) med a =0 = b.

0 0 Ouy  Puy

0g

Legg merke til at vy = uy, Vpy = Ugy, 0(0,¢) = u(0,t) —a og v(1,t) = u(1l,t) — b. Siden u
oppfyller (*), ser vi at v mé oppfylle (**).

Randverdiproblemet (**) er lgst i Kreyszig, se der for detaljer i utregningen. Innsetting
av v(z,y) = F(2)G(t) 1 (*%) gir

G'(t) = kG(t) fort >0,
F'"(t)=kF(t) for0<z <1,
F0)=0=F(1),

der k er en konstant. Likningene for F har bare lgsning forskjellig fra 0 nar k = —n?x?

for n € N, og da er
F.(z) = K,sin(nmz) og G,(t) = Kne_nzﬂu’

for vilkarlige konstanter K,,, K,,. Alle lgsninger pa formen v(x,y) = F(z)G(t) er da gitt
ved
Un(,1) = Fo(2)Gp(t) = Ape ™ " tsin(nrz), neN,

og der A, = K, K,, er en vilkarlig konstant.
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c) Husk at a = —1 og b = 1, slik at u(x,t) = v(x,t) — [—1 + 2z]. Vi ser da at v lgser
randverdiproblemet (**) med initialbetingelse
v(z,0) = u(z,0) + [-1 + 22| = sin(7x) + [—1 + 2z]. (1)

Fra b) og superposisjon har vi fglgende kandidat til lgsning av (**) og (1),
v(z,t) = Z Ane™ ™ sin(nrx).
n=1
Ved a sette ¢ = 0 far vi

Z A, sin(nrz) = v(x,0) = sinme + [—1 + 2z]. (2)

Na finner vi Fourier sin-rekken til —1 + 2z for 0 < z < 1:

n 1
—1+2z= Z bysin(nrz) for 0<z <1 og b,= 2/ (—1 + 2x) sin(nmx) dz.
0

n=1

Delvis integrasjon gir at b, = = (1+ (—1)") for n € N, og fra (2) ser vi dermed at ma vi

velge
Ai=bi+1 og A,=0, forn>1.

Dvs. lgsningen v av (**) og (1) er
v(z,t) = e tsinma + 2 i ie“lmz’rzt sin(2mnx)
’ T A= 2m '
Her har vi brukt at b, = 0 for n odde og b, = = for n (= 2m) like. Losningen u av (¥)

og (***) er da
u(z,t) =v(x,t) — [-1 — 2z].

Oppgave 4

a) Newtons dividerte differans Interpolasjon formel

wi | i flegwial flag xienaie] flog, o mies] flag, . 504
—2 112
—12
—-110 6
0 —1
010 3 0 (1)
6 —1
116 0
6
2 112
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Interpolasjonen er

p(t) =12 —12(x +2) + 6(x + 2)(x + 1) — 1(x + 2)(z + 1)z = —2* + 32° + 4=

b) Integrasjon med Simpson
1
§(12+4-0+2-0+4-6+12) =16
Analytisk integrasjon. 1. og 3. ledd er odde:

2
/ —2® 4 32 + 4o dx = [2*)2, = 16
-2

Simpson’s formel for integrasjon ga eksakt resultat.

Feilen til Simpson er gitt ved

h

h @
12p4(£)
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(2)

(5)

der ¢ er et element i integrasjonsintervallet. Derivasjon av p(t) gir p™® (t) = 0. Derfor var

det forventet at Simpson skulle gi ngyaktig svar.

Oppgave 5

a) Vi tilneermer den andre deriverte med hensyn pa x i punktet P, ; = (ih, jh) ved

Uipr + Uity — 2Us
e (Prj) = T2 0

12

P& den samme méaten har vi
Uijs1 + Uijo1 — 2U;
Uyy (P j) = ! h; 2.

Ligningen g, + 2uy, = 0 medfgrer derfor

Uit1; + Uiz ; — 2U; n 2Ui,j+1 +U;j—1 —2U;

e B2 =0

0og
Ui—l-l,j + Ui—l,j + 2Ui7j+1 + 2Ui7j_1 — GUM =0.
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b) I punktet Py, har vi
—6U1,1 + U271 + U0,1 + 2U1,2 + 2U170 =0

og, siden Uy = Uy o =0,
—6U1,1 + U271 + 2U1,2 = 0.

I punktet P, ;, har vi
Usqp + Ui +2Uz0 +2Us0 — 6Uz1 =0
og, siden Uz = 1, Uy = 0,
Uy — 60Uy + 2Uss = —1.
I punktet P, 9, har vi
Uso+Ups+2U1 3+ 2011 —6U12 =0
og, siden Ups =0 0g Uy 3 =1,
211 — 6Uy o + Upy = —2.
I punktet P9, har vi
Uso+Upg+2Uz 3+ 2Us1 —6Uz5 =0

og, siden Ugyg = U2y3 = 1,
2U271 + U1,2 - 6U272 =-3

Vi samler ligningene (6), (7), (8) og (9), og vi far den folgende systemet:

6 1 2 0\ (U, 0
1 =6 0 2 |[Un] |-1
2 0 —6 1 ||v.]| " [-2
0 2 1 —6) \Usp -3

Den forste steg av Gauss-Seidels iterasjon er gitt ved

—6U{; + Uy, + 207, =0
UL, —6Uy, +2U35, = —1
20U, — 6U} 5 + Uy, = —2
205, 4+ U}, — 6Uy, = —3
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Vi far

0g

0g

0g

Derfor,

Ull,lziv
SIS VR |
SO VPO S T
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