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Oppgave 1

Lagrangeinterpolasjon.:

z(r —1)(z —2) (x+1)(x—1)(x —2)
e [ A T )
_10(:6—1—1)95(1'—2) . (x4 Da(z —1)
T+ D)1 -2) T2+ 1D)(2)(2-1)

1 1, .
= —§($3 — 327 + 27) + Z(xs — 227 — 2 +2)

1 1
+ §($3 — 32 — 21) — Z(x3 — )
= 052> =202 +0.5

Newton’s interpolasjonsformel:
Tabellen over dividerte differenser er gitt ved

z; | flo]

—1.0| 3.0
—2.5

0.0 | 0.5 0.5
—-1.5 0.0

1.0 | —1.0 0.5
—0.5

20 | =15

sa interpolasjonspolynomet blir

p(x) =3.0—25(x+1.0) + 0.5 (x + 1.0)z + 0.0(x + 1.0)z(x — 1.0)
=0.522—-2.0x+0.5.
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Oppgave 2 Vi kan skrive initialverdiproblemet pa formen
y' +4y = 2sin2t [1 —u(t — )], y(0) =0, ¢(0)=0. (%)

Lasa Y(s) = Z{y(t)}. Legg merke til at sin 2¢ = sin 2(¢ — 7). Laplace-transformerer
sa (x). Det gir

s°Y +4Y =

4 —7s
S2+4|:1_€ j|’

det vil si
1-— G_TFS] .

Ettersom

(sin 2t — 2t cos 2t),

|

4
g_l{m}: sin 2t * sin 2t =
gir andre forskyningsteorem at
1 1
y(t) = LY (s)} = Z(sin 2t — 2t cos Qt)—zl(sin 20t —m) — 2(t — ) cos 2(t — ) )u(t — )
1 1
= Z(sin 2t — 2t cos 215)—1(8111 2t — 2(t — ) cos 2t)u(t — )

H(sin2t — 2t cos2t) for 0 <t <,

—% cos 2t for t > .

Oppgave 3 Bruk hintet: Vi har at

s+1 1 1
F(s) =1 F'(s) = —
(S) ns—i—2 = (s) s+1 s+2
slik at
tf(t) = =L H(F)(t) = —(e " —e™®)
8 et _ 2t
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Oppgave 4

a) Grafen til den 27-periodiske utvidelsen til f(z) er gitt ved figuren under.

f(x)

e

e—7r ~——

—3r —27 -7 ™ 2T 3T

Den komplekse Fourier-rekken til f(z) er gitt ved

f(fE)N Z cneinx’

n=—00
der

1

Cp = —
2

' ‘ L[ : 1 1 T

f(l‘)e_mm de = — e T Jp — | : e—(l—‘,—zn)x

- 2T o A 1+in -
! 1 4 1 11

= — | — —T ,—inm Y | SN 7 L7/ i IO _1n T -
27?( i’ ¢ Tixi” € ) Tt V@)

__ sinh7 (—1)™

o1 1+in

Altsa er den komplekse Fourier-rekken til f(x) gitt ved

sinh7 o= (=1)" , .
fw) ~ T Z 1+in.

n=—oo

b) Ettersom f(z) er kontinuerlig i x = 0 far vi

sinhm o=~ (—1)" sinh7  sinh7 «— 1 1
1(0) — 2 T 2D ( + )

T 1—in 141in
n=-—00 n=1

I S
1—in 14+in 1+ n2
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ender vi med at

. sinh7 = (=)
J0)=1="— <1—1+2;1+n2>

eller

oS ( B
Z 1—|—n2 a 2smh7r

n=2

Ettersom f(x) har et sprang i # = 7 far vi, siden ™™ = (—1)", at

[f(WJr)‘l'f(?T_)}:coshw:g Z A

N —

sinh > 1
= 14+1+2
T T ;1—1—712)

2sinh 7 > 1
- 1+ :
T —~ 1+n2

Z 1 _7TCOSh7T_ B T B
n:21—|—n2 ~ 2sinh7 ~ 2tanh7

slik at

o0

Oppgave 5 Integralligningen kan skrives pa formen

fl@) = (frg)x)=el, glz) = el (+)

La sa f(w) = F(f). Fourier-transformerer s (x). Det gir

. p 2 4 2 1

det vil si

8 A w?+8 , \F 1
1 - —/= .
( w? + 16)f<w) R TAC Rl g

Altsd har vi at

R 2 w? + 16
Jw) = \/;<w2+ 1)(w? +8)°

Delbrgkoppspalting gir sa

P+ )@ +8) w1 (@)@ +8) w1l 7

w416 1 8 1 8( 1 1
w?+1  w?+438

115 8
o7\ w?2+1 w?2+8)
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Finner sa f(z) ved & ta inverstransformasjonen, det vil si

flz)=F(f) = %(156'9”' - 21\/562‘/%) = %(15elw — 2v/2e72V2),

Oppgave 6

a) Setter inn u(z,t) = X (2)T'(t) 1 us = Uy + 2u. Det gir

X(@)T(t) = X"(2)T(t)+2X (2)T(t) det vil si X"(2)T(t) = X (z)(T(t)—-2T(t)),

slik at )
X"x) T(t)—2T(t)
X(z) Tt
k k

Dette gir fglgende to 2. ordens ordingere differensialligninger

0, (1)
0.

X"(z) — kX (z)
T(t) — (k+2)T(t)

Lgser sa (1), gitt randbetingelsene u,(0,t) = 0 og u,(m,t) = 0, det vil si
X'(0) =0 og X'(m) = 0. Med andre ord,

X"(z) - kX(z) =0, X'(0)=0, X'(r)=0. (1)

Vi har tre muligheter for k:
(i) k= p* > 0: Innsatt for k = p? i (') far vi
X"(z) — p*X(x) = 0.
Denne ligningen har lgsning
X(z) = AeP* 4+ Be ™7,

Ettersom
X'(z) = p(AeP* — Be™™),

gir X’(0) =0at A= —B. Fra X'(7) =0 far vi
X'(7) = Ap(eP™ — e7P™) = 2Apsinh pr = 0.
Altsa ma A = 0. Dermed star vi kun igjen med den trivielle lgsningen
u(z,t) = 0. Altsa er k < 0.
(ii) k& = 0: Innsatt for k =01 (1) far vi
X"(z) =0,

som har lgsning X (z) = Az + B. Fra X'(0) = 0 og X'(7) = 0 far vi
A = 0. Altsa star vi igjen med lgsningen X (z) = konstant.



b)
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(iii) k= —p* < 0: Innsatt for k = —p? i (1) far vi
X"(z) +p*X(x) =0,

som har lgsning
X(z) = Acospzr + Bsinpz.

Ettersom
X'(z) = p(Bcospr — Asinpz),

far vi at X’(0) = Bp = 0, det vil si B = 0. Altsa har vi at X (z) =
Acospz. Fra X'(m) =0, far vi

X'(n) = —pAsinpr = 0.

Ettersom A = 0 kun gir den trivelle lgsningen u(z,t) = 0, ser vi pa
tilfellet der sinpm = 0. Det gir p=n =1,2,3,.... Altsd er k = —n?.

Ved & kombinere (ii) og (iii) har vi funnet at alle mulige lgsninger for (1'), gitt
vare randbetingelser, er pa formen

Xn(x) = A, cosnz, n=0,1,2...
Setter s& inn for k = —n? i (2). Det gir
T+ n?—=2)T(t) =0 detvilsi T(t) = (2—n>)T(t),
som har lgsning
To(t) = Cre®>™t n=0,1,2,...

Altséa er alle lgsninger pa formen u(x,t) = X (x)T(t), som tilfredstiller u; =
Uz + 2u og de gitte randbetingelsene, gitt ved

u(z,t) = Z X ()T, (t) = Z Ane® ) cosna.
n=0

n=0

Legg merke til at cos? z = $(1 + cos2z), slik at

3 1
u(z,0) = (cosz +1)* = cos’x + 2cosx + 1 = = + 2cosx + = cos 2.

De lpsningene vi fant i oppgave a) som i tillegg tilfredstiller initialbetingelsen
gitt over, er da gitt ved

3 1
u(z,t) = 56% + 2¢’ cos x + 56_% cos 2.
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Oppgave 7 La y; = y og y2 = . Da blir ligningssystemet

yi = Y2, yl(()) - 7T/2a
Yy = sin(ya), y2(0) = 0.

Et skritt med trapesmetoden pa denne ligningen er gitt ved

h
Yinrl = Yin + §(y2n + Yont1),

Y2nr1 = Yon + 5 ( sin Yin + sin y1,n+1) .

Med h =0.1, n =0 og y10 = 7/2, y20 = 0 blir dette

S I 20 107 = 0
Y11 = 5 2Oy2,1 eller Y11 — Y21 ™ =
1 . .
Y2,1 = 2—0(1 + siny; ;) siny11 —20y21 +1=0

Oppgave 8 Her er

I = {COSQ(ZH) —_210]’ £ = Liﬂ?ﬂ_fa&j OIJ

Med oppgitte startverdier blir J(x®)Ax = —f(x(©) til

20 —1][Azx] o
0 —20| [Azy| 2
med lgsning Azy = 1/10 = 0.1 og Azy = 1/200 = 0.005. Dermed blir

1
2V = g v =15758, 2 =0.1000.

200

Oppgave 9 Differanseskjemaet blir for U; ; =~ u(z;, t;):

Ui,j+1k_ Ui = /iUiH’j — ng + Uiy + z;(1 — ;)

eller "
Uijir = Uiy + kg (Ui = 2Usj + Uiery) + k(1 — 23),
fort=1,2,...,.N—1,0g7=0,1,2,..., og med
Ui o = sin(mx;) = sin(imh), Upj =Un; =0.
Med k = 0.1, h = 0.25 og k = 0.2 blir dette (z; = 0.257)

Uijr1 = Ui j +0.32(Ui1; — 2U;; + Ui—1 ) + 0.05i(1 — 0.250).
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Med startverdiene

Uoo =0, Uro = sin (w/4) = 0.70711, Us = sin (7/2) = 1,
Uso = sin (37/4) = 0.70711, Uy = sin(r) = 0

ender vi med

u(0.25,0.2) ~ Uy, = 0.6121,
uw(0.5,0.2) & Us,y = 0.8625,



