Ordineere lineere differensialligninger

I dette lille notatet skal vi fgrst behandle teorien for ordisenre lingere differen-
sialligninger av vilkarlig orden, siden spesialiserer vi til forstordens ligninger,
og til slutt til andreordens ligninger med konstante koeffisienter.

Den generelle n-te ordens homogene ligningen er en ligning av formen
(n) (n—1) (n=2) 4 .. / -0 1
Y+ ap-1 (@)Y + apa(2)y"TY 4+ an(@)y +ao(z)y = 0. (1)

Vi vil anta at alle funksjonene a;(z) er definert i et intervall € (b, bs), og at
de er kontinuerlige der. En lgsning av (1) er en n ganger deriverbar funksjon
y = y(x), definert pa det samme intervallet (b1, by), og som tilfredsstiller (1).
Vi kan ogsa sette en vilkarlig n ganger deriverbar funksjon y = y(z) inn i
(1), men da forsvinner ikke ngdvendigvis hgyresiden. Hgyresiden blir da en
funksjon ¢ = ¢q(x), og vi sier at y er en lgsning av den inhomogene ligningen

Y+ an 1 (2)y "D+ an o (2)y " 4 ar(@)y + ao(2)y = g(x). (2)

Av og til kan det vaere bekvemt a innfgre begrepet lineer differensialoperator.
En lineger differensialoperator L er et uttrykk av formen
d" dn"t d
L:@ +@n,1(3:)% +"'+CL1($)@+CLO(Z’) (3)

Ligning (2) kan da skrives pa den meget enkle maten Ly = q.

Eksempel 1 Dersom L = % +2,0g y = re 2%, sd er y en lgsning av den innhomogene
forste ordens linesere differensialligningen Ly = 3/ + 2y = ¢, der ¢ = e~ 2%,
d?2

Eksempel 2 Dersom L = =" + 2% +4, og y = xe "cosv/3x, si er y en lgsning

av den innhomogene fgrsteordens linesere differensialligningen Ly = ¢, der

q=e""(—3cos V3x — 2¢/3sin \/33:)

det fgrste vi skal ta for oss i teorien er et prinsipp som gjelder for homogene
lineaere differensialligninger, og som gjor at lineaere ligninger er spesielt enkle
a lgse.

Superposisjonsprinsippet Dersom funksjonene y; og yo er losninger av (1),
c1 0g ¢a konstanter, sa er funksjonen y = c1y; + cays 0gsa losning av (1).

Superposisjonsprinsippet fglger umiddelbart fra lineseritetsegenskapen.

Linearitet Dersom Y1 09 Yo er funksjoner som tilfredsstiller henholdsvis de inho-
mogene ligningene Ly = q1 og Ly = ¢, 09 ¢1 og co er konstanter, sa vil
funksjonen y = c1yy + cays tilfredsstille ligningen Ly = c1q1 + c2qo.



Eksempel 3 Dersom L = %2 +1,y1 =1 0gys = xcosz, saer y; lgsning av ligningen
Ly = 1, og yo lgsning av ligningen Ly = —2sinx. Fglgelig er y = y1 + y»

lpsning av ligningen Ly = 1 — 2sin .

Fundamentalteorem 1 Losningene til den n-te ordens homogene ligningen (1),
Ly = 0, danner et vektorrom av dimensjon n. Dette betyr at det finnes
n lineert uavhengige losninger yi, ya, ..., Yo av (1) og at dersom y er en
vilkarlig losning av (1), sa finnes det entydig bestemte konstanter ¢y, ca, ..., ¢y,
slik at y = c1y1 + coyo + -+ - + CpYn.

Eksempel 4 Enhver lgsning av ligningen y”+y = 0 er av formen y = a cos x+bsin x.

Korollar 1 Anta at Y1, Y2, - - - Yn €r lineert uavhengige losninger av (1) og at y, er
en losning av den inhomogene ligningen (2), Ly = q, og aty er en vilkarlig
losning av (2). Da finnes det entydig bestemte konstanter 1, ca, ..., ¢y, slik
at y =y, + c1yr + caya + - + Crln.

Bevis Av lineseritet har vi at L(y —y,) = 0, og korollaret fplger direkte fra
fundamentalteorem 1. O

Eksempel 5 Enhver lgsning av ligningen y” +y =1 er av formen y = 1 + acosx +
bsin x.

Fundamentalteorem 2 Ia by, b1, ..., by_1 vere vilkarlige tall, og la xoq veere et
tall i intervallet (a, b). Da finnes det én og kun én lgsning avy av (2), slik
at y(z9) = bo, ¥ (o) = by, ... og y™ VI (z0) = by
Bevis Dette folger av det faktum at Wronskideterminanten til et funda-
mentalt set av lgsninger yi, yo, ..., Yn, W(y1, ¥2, ..., yn)(z) aldri er null,
og fra den elementere teorien for vanlige lineaere ligninger. Den interesserte
leser klarer kanskje a vise at Wronskideterminanten W er lgsning av den
forste odens linesere ligningen W’ + a,,_1W = 0, sa dersom W hadde veert

null i et punkt ville den veert noll overalt. O
Eksempel 6 La oss finne Igsningen av ligningen y” +y = 1, med y(}) = —1 og
y(3) =2

Vi vet at y er av formen y = 1 + acosx + bsinz, og ved a derivere finner vi
Yy = a—sinx + bcosx. Evaluering i T gir oss to linesere ligninger for a og b.
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Vi finner a = —2v/2 og b = 0, sa lgsningen blir y = 1 — 21/2 cos .

Wronskideterminanten til n funksjoner vy, yo, ..., ¥, er determinanten
Y1 Y2 T Yn

Y Yy ot Y
W(yh Y2, ..., yn) - . . .
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