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a) Vi tar Laplacetransformen til hele ligningen og far

1
Y — s+ w?Y = —e %,
S

Litt algebra gir

—S

e S

s(s2 + w?) + s2 + w?’

Y =

Delbrgkoppspalting gir

Inversjon gir

y(#) = % (1 — cosw(t — 1)) u(t — 1) + coswt.

b) Vi tar Laplacetransformen til hele ligningen og far

1 1
Y-1-Y Y = )
5 +s—1 s—1

Multipliserer med s — 1 og far
s(s=1)Y —(s—=1)—(s—=1)Y +Y =1.

Litt algebra gir

v — s
292542
Dette kan vi skrive som
s—1 1
Y = .
Go1P2+1  (s—12+1

Inversjon gir

y(t) = e'(cost + sint).
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a) Grafen.

b)

Dersom vi antar at f(z) = 1 (f(z +0) + f(z —0)), har vi

22 (Sin@x) _sin(ga) _sin(gz)  sin(fgz)  sin(Fz) ) |

f(@) 1 3 5 7 9

s

Setter vi x =1 far vi

2v2 /1 1 1 1 1 1 2/2
1— V2 1111 S 1 :7‘[51.
T 1 3 5 7 9 11 T
Altsé er
T
S1= ——.
PN

Setter vi z = % far vi

1 2v2v/2 /1 1 1 1 1 1
,:ii -4 - == - — 4. —fS2
2 T 2 1 3 5 7 9 11
Altsa er
T

Vi setter u(z,t) = F(z)G(t) inn i ligning (1). Da far vi
F'G =F@'.

Deler vi med F'G far vi

Siden z og t er frie variable ma begge sider vaere en og samme konstant, altsa
F'(z) =kF(x) og G'(t)=kG(t).

Lgser vi disse ligningene og setter inn randbetingelsene far vi ikketrivielle 1gs-
ninger kun nar £ = —p? og sin(2p) = 0, som viser at vi ma ha p = ny for
n=1,2,3,.... Lgsningene blir opp til multiplikasjon med en konstant,

Un(z,t) = e~ ("5 gin (n%x) .
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b)

b)

Siden ligningen og randbetingelsene er linesxere og homogene kan vi bruke su-
perposisjonsprinsippet. Det vil si at en lineser kombinasjon

er lgsning av (1) og (2). Setter vi t = 0 og sammenligner med initialbetingelsen

(3) far vi

N
0) = Z by, sin <ngaz> = sin (gx) + 5sin (5%1‘) .
n=1
Dette viser at b, = 0 unntatt for n =1 og n = 5, og at

u(z,t) = e~ ()" gin (gm) +5e(52) gin <5 :c)

Vi ma vise at feV(—z) = f°(z) og at f°(—z) = —f°dd(z). Dette sees
umiddelbart ved innsetting. Vi har at e’ = cosx + isinz. Vi vet at cosz er en
likefunksjon og sinz er en oddefunksjon. Funksjonen =%l er en likefunksjon.
Siden produktet av to likefunksjoner er en likefunksjon og produktet av en
likefunksjon og en oddefunksjon er en oddefunksjon har vi

e~ lrle=ie — o=l cog 2 — je1*l gin 2.

Alternativt kan vi konstruere
even 1 —|z| ,—iz —|—z| —i(—x) —|x|
f (x)zi e le™ te e =e "lcosu,
ded(ac) = ;<e_x|e_ix - e__m|e_i(_w)> = —je I*lging.

Siden f(z) = feve(x) + fo4d(x) far vi samme resultat som ovenfor.

Anta at f er odde. Da er f(z)e ™" = —if(x)sinzw + f(x)coszw. Her er
f(x) cos zw en oddefunksjon, sa [*_ f(x) coszw dz = 0. Folgelig er

F(f(2) = - / ” F(a) sinww da,

1

i
V2

og dette er en oddefunksjon siden sinxw er en oddefunksjon av w for alle x.

Tilsvarende for en likefunksjon.

T 672'(1:1: 7zam fz:pw = > T efi:):(w a) T
F(fae ) w) = o= [ e mreimde = —— [ gyt
=F(f(x))(w+ a).
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d) Inversjon gir
2 242 2 1 < w42\
e ltleosy = /2 F1 wte () = / w” + PRELTD .
T wt + 4 T 21 oo \ Wt +4
2 [ w?+2

1 [ w?+2
= - 7} coszwdw = — ——— COsTW dw.
T ) o w*+4 T Jo w*+4

Setter vi z = 0 far vi

/Oow2+2 T
L g =1
0 w +4 2

Omradet R med grid.

‘
Us,s‘ ,,,,, Uss
o
Um‘ ,,,,,, X Yoo U

Uro! Usz0! Us. .

Verdiene pa randen er

Us1 =Usp=Us3=U11 =Uzp=U33=0, Uyg=U30=3 og Up=4.

Bruk av 5-punktsformelen pa de indre punktene Us 1, Us 1 og Us 2 gir:

Usi+Uig+Usa+Uo—4Uz1 =0
Usi+U1 +Uz04+Usg—4Usz1 =0
Uso +Uz2+U3z3+Us1 —4Uz2 =0

Vi har her valgt & liste opp ligningene i naturlig orden.
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Ved & benytte de kjente verdiene pa randen og definere de ukjente verdiene som
X =Us,,Y =Us og Z = Usp, reduserer ligningene seg til

41X -Y =4
—X+4Y - Z=3
- Y+4Z2=0

Disse ligningene kan ogsa skrives pé matriseform som

4 -1 0 X 4
-1 4 -1 Y|=13
0 -1 4 A 0

@ Vi skriver de tre ligningene pa folgende form:

dr =44y
dy=3+z+=2
4z =y
Gauss-Seidel gir da (bruker hele tiden sist tilgjengelige informasjon):
1
2D — 1 (4+ y(n))
(D) i (34 2t 4 )
1
(n+1) _ 1 (n+1)
z 1Y
Med de gitte startverdiene (n = 0) far vi da:
1 5
M=, 441)="=125
x 1 (4+1) 1
1 17
1 _ =, < -1
y 1 (3+ i 0) 16 06
1 17 17
M_=-. L= _p9
z 11 o 0.266

Losningsvektoren etter en iterasjon er altsa (5/4, 17/16, 17/64)T.

Differansetabellen blir seende slik ut.

w;  fi=flag] | flegeial flegeien@ive]  flegaiemivemivs]  fl25,0541,8542,8543,8544]
-1 1
-1
1 -1 1
2 0
2 1 1 0
4 0
3 5 1
7
5 19
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Dividerte differanser pa det gitte datasettet gir:

fo=

[$07
[350,9617 2
f[$0,961,9627 €T3

f[:COa X1,T2,T3,T4

1]
]
]
]

1
0
0

Interpolasjonspolynomet er dermed gitt som:

p(x) = fo+ (z — z0) flwo, 21] + (x — @o) (x — 21) flwo, 21, T2
+ (x — zo)(z — x1)(z — x2) flz0, T1, T2, 3]
+ (x — zo)(z — 1) (z — x2)(x — x3) fx0, X1, T2, T3, X4]
St (1) (1) (D) 1)1
+@—())(z-1)@-2) 0+ (@—(-1)(z-1)(z-2)(z—-3)-0

=22 —z—1.
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