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Lgsningsforslag
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b) Vi Laplacetransformerer og far
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Vi transformerer tilbake og far

Y

a) Skisse av grafen til f.
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b)

hvor koeffisientene b, er gitt ved

2 s
by, = / f(x)sinnx dx
™ Jo
2 s
= / z sin nx dx
™ Jo
2 {— 1 . ]”
= — |—xcosnx + —5 SInw
T n n 0
_ 2 n+1
= —cosnm = —(=1)""".
n n
Altsa
Fz) = sinx  sin2x + sindx  sindx + sin bx
Y=\ 2 3 1 5
La S = Zfzo(—l)"—inJrl. Setter x = /2 i uttrykket for Fourierrekken og far
m i 1 0 —1 0 1
— = — =2 - - = _— = - — ... =2
;=1 (3) (1 573 175 ) 5,
altsa

Vi setter u(z,y) = F(x)G(y) inn i differensialligningen og far
F'G+4FG" =0

som gir
F/l G//
—+4—=0
e
som igjen gir
F// G// k
Tk =z
F %G T

Randbetingelsene gir oss at k = —n? for n = 1,2, 3,.... Dette gir
F,.(z) = sinnx og Gn(y) = A, cosh gy + B, sinh gy,
og folgelig er
. n ..n
up(z,y) = sinnx (An cosh 5Y + B, sinh §y> .

Siden ligningen (I) og randbetingelsene (II) er homogene kan vi benytte super-
posisjonsprinsippet. En funksjon som tilfredsstiller bade (I),(II) og (III) er av

o0

formen u(z,y) = > 07 | un(z,y).
Setter vi y = 0 finner vi 0 = > _°°

ne1 Ay sinnz, som viser at A, = 0 for alle n.

Ved & sette inn y = 2 finner vi z(r —x) = Y7 | B, sinnzsinhn, som viser at
B,, sinhn = b, for alle n. Altsa er

u(z,y) = i bn sin nx sinh (gy) .

f sinh n
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Ved & benytte den inverse Fouriertransformen far vi

1 —w? .
e 4o (coswz + isinwz) dw.

axZ ]_ /OO
e —_
V 27[ —oc0o V 2a

2
Siden sin er en odde funksjon og cos og e™4a er likefunksjoner har vi
2 1 e 1 —w?
e = / ——e4a coswzx dw.
V2T J—co V2a

Ved & sette a = i finner vi at
o0 2 12
—w _a?
/ e " coswxdw = +/me T,
—0o0
og ved & sette x = 1 finner vi at

o

o0
w2 _1 —w?
/ e ™ coswdw = \/Te"1, og / e sinwdw = 0.

— o0 —00

Omradet R med grid.

A

Uo,a

Verdiene pa randen er alle lik null, dvs

Uoo=U1p=Usz0=Us0=Uso=Up1 =Upo=Upz =Ups=Uy3=Uz2=Us1 =0.
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Bruk av 5-punktsformelen pa de indre punktene Uy 1, Us 1 og Uy o gir:

UO,l + U2,1 + U1,0 + U1,2 — 4U1,1

—16U1,1 = 16(h + h)

h2
Ui1 + Uz +Usg + Upp —4U
1,1+ Us1 + 2(2) + U2 21 96 Uzq =16(2h + h)
Uo2 +Usp + U1 + U3 —4U
02+ U2+ ;L; +U13 12 _ 16 Ur2 = 16(h + 2h)

Vi har her valgt a liste opp ligningene i naturlig orden.

Ved & benytte de kjente verdiene pa randen, benytte at h = 0.25 (dvs 16h? = 1),
og definere de ukjente verdiene som X = Uy, Y = Usq og Z = Uy, reduserer
ligningene seg til

Y+Z-5X=1/2
X —5Y =3/4
X —5Z=3/4

Disse ligningene kan ogsa skrives p& matriseform som

-5 1 1\ /X 1/2
1 -5 o||v]|=|3/4
1 0 -5/ \z 3/4

@ Vi skriver de tre ligningene pa fplgende form:

dr =14
dy=3+=x
dz=2+z+y

Gauss-Seidel gir da (bruker hele tiden sist tilgjengelige informasjon):

1
(ntl) — — .4
v 4
y D) % (3 4 £t
1
z(n-i—l) _ Z . (2 + m(n-ﬁ-l) + y(n—I—l))

1
M —-.4=1
Ty

y =1 B =1
z(1>—£(2+1+1):1

Lgsningsvektoren etter en iterasjon er altsa (z(),yM ()T = (1, 1, 1)T.
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Skriver sa ligningene i motsatt rekkefglge. Etter omskriving kan disse skrives som

dz=2+z+y
dy =3+
dr =14

Gauss-Seidel gir da (bruker hele tiden sist tilgjengelige informasjon):

(1) _ i (2 4 2™ 4y
(D) i (34 2™)
1
(n+1) — 2.4
v 1

Med de gitte startverdiene (n = 0) far vi da:

z<1>:£(2+0+0):1/2
1
y(l):Z-(3+O):3/4
1
(SO
T 1 4=1

Lgsningsvektoren etter en iterasjon er altsa (z(1),y™M, 20T = (1, 3/4, 1/2)T.

Den fgrste lgsningen er den mest ngyaktige siden denne er eksakt!

Differansetabellen blir seende slik ut.

w;  fi=flog] | fleg el flegeien@ive]  flegaipmivemivs]  fl25,0541,8542,8543,8544]
-1 -7
3
1 -1 —2
-3 1
2 —4 2 0
1 1
3 -3 6
19
5 35

Dividerte differanser pa det gitte datasettet gir:

fo=—7

[‘Toal‘l

[$0,IL‘1, Z2
f[an‘TlaxZu T3

flzo, 1, 22, 23,24

| =
]
| =
| =
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Interpolasjonspolynomet er dermed gitt som:

p(x) = fo+ (z — 20) flwo, 21] + (x — @0) (x — 21) flw0, 71, T2)]
+ (z — zo)(z — x1)(x — x2) f[x0, 21, T2, 23]
+ (z — zo)(z — x1)(x — x2)(x — x3) fx0, 1, T2, T3, T4]
=1+ (x—(-1)-3+@—(-1))(=-1)-(-2)
+@—(D))(e-@-2)-1+ (- (-1)(@—-1)(z-2)(z-3)-0
= 74+3@x+1)—-2@* 1)+ (2% - 1)(z—-2)
=23 — 42° + 2z.
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