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Ved bruk av Laplacetransformasjonen svarer differensialligningen med initialbetin-
gelsene til den linesere ligningen

$2Y +4sY 4+ 4Y = F(s)
som gir

F(s)
(s +2)%

Y(s) =

Ved hjelp av enhets trappefunksjonen kan vi skrive

f(t) =bsint — 5sin(t — 2m)u(t — 2m)
og dermed blir

5 _ 5
s24+1 s2+1

5
s2+1

—27s __

F(s) =

(1—e72m).

Setter vi Y (s) = G(s)(1 — e~2™), ser vi at

5 _13—4s+1 4 Lo
(s24+1)(s+2)2 5(s2+1) 5(s+2) (s+2)%

G(s) =

Inverse Laplacetransformasjon gir

3 4 4
g(t) = g sint — 5 cost + 56_% + te—?t
0og
y(t) = g(t) — g(t — 2m)u(t — 2m),
slik at
4 4
y(2m) = g(2m) — 9(0) = <2w + 5> T2

Setter vi u = FG inn i ligning (1) far vi t*G'F = F"G og siden vi ikke er interessert
t*G'F _ F'G G F”

i den trivielle Igsningen far vi o - po Som gir oss at G- F konstant.
For & fa oppfylt randkravene (2) mé vi ha at konstanten kun kan ta verdiene —n?
forn=1,2,..., og dermed far vi ligningene

F//

=-—n? forn=12,...

F
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For verdien —n? blir lgsningen F},(x) = sin na opp til multiplikasjon med en vilkarlig
konstant som vi tar inn i lgsningen av den andre ligningen, nemlig

el
— 2 ; g
o = -n som kan skrives pa formen

dG _ _ adt
G 3"

Integrasjon gir oss lgsningene

n2

Gn(t) = Bpe2?  for en vilkarlig konstant B,,.

Superposisjonsprinsippet forteller oss at den generelle lgsningen av (1) som tilfreds-
tiller randkravene (2), kan skrives som Fourierrekke

oo n2
u(x,t) = g B, e2 sinnz.
n=1

Setter vi sa inn initialkravet u(z, 1) = 4sinz +sin 4z gir dette at alle By,-ene forsvin-
ner bortsett fra at Ble% =4 og Bye® = 1. Lgsningen blir

1,1 1
u(x,t) = 4e2@ Vging 4 227V sin4a.

a) Visetter U(w,t) = F(u)(w,t) = \/% 75 ez, t)de.

Fouriertransformerer vi ligningen blir den transformerte
Ui = —w?U - U = —(w? + 1)U.
Dette er en fgrste ordens ordineer differensialligning, og den generelle lgsningen er
U(w,t) = A(w)e_(w2+1)t.

Ved & sette inn for ¢t = 0 ser vi at A(w) = U(w, 0).

b) Initialbetingelsen gir U(w,0) = ]—"(e*%x
at

2)(w) = e 2%" Tra punkt a) far vi derfor

12 (w2 _+ 1y,,,2
Ulw,t) = e 2% ¢~ (WHDE — gt (thg)w?,
Den inverse Fouriertransformen gir oss

u(z,t) = et 6_(4’?7;).

V2t +1

Vi regner fgrst ut gradienten.

gradf =
[2yz(e*+eY—e*) + 2xyze®|i + [2zz(e”+eY—e*) + 2zxyze’]j + [2zy(e®+e¥—e®) — 2xyze?]k.

Evaluering i punktet P : (1,—1,—1) gir oss

gradf|p = 4ei + (—2e + 2e71)j + (—2¢ — 2¢ 7 Hk.
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Enhetsvektoren vinkelrett bade pa a = i + k og b = j — k og som har negativ
k-komponent er e = %(1 —-j—k).

Vi finner at den retningsderiverte er

8e
Def‘P =

|

Simpsons metode med h = 0.25 gir

0.25
S = T(e2 + 425 4 2¢3 + 4€3° 4 €t) = 23.612505

(@vre grense for feilen er gitt ved

(b—a)®
180n4

[ — S| < My
medb=2,a=1,n=4og

My = max |f®(z)| = max 24| = 16¢*
1<z<2 1<z<2

far vi .
16e
I-S|<— =0.01895.
| = 180 - 44
Simpsons metode med h = 0.5 oppgis til & gi tilnsermelsen S = 23.721559. En
tilnsermelse til feilen i S er gitt ved

_ 1

I1-S5
15

(8§ —8)=—-7.27-1073.

(Til sammenligning, selv om dette ikke er en del av oppgaven, er feilen I — S =
~7.95-1073.)

@ Vi bruker fglgende approksimasjoner til de deriverte i henholdsvis t— og x— retnin-
gen:

w(z;, tj + k) — u(x;, t))
k
w(xi+h, t;)—2u(x;, tj)+u(z;—h, t;)
12

(x4, t5) =

Uz (T4, 1) &
u=1

Setter vi dette inn i dif-

ferenesialligningen, og lar

Uy, t; R Ui i hvert gitter-

punkt, far vi differanselig-

ningen 0

u=cos(mx/2) 1

Uij41 — Wi Uiglj — 2Ui5 + U1 s
k - h2 ’
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Lgser vi dette med hensyn pa wu; 41, og setter inn rand- og startbetingelsene, far
folgende eksplisitte metode:

Laujo=1—2;,i=0,1,--- ,N, med N =1/h.

for7=0,1,2,3
k )
Uj j+1 = Ui 5 + ﬁ(uiﬂ’j — QUZ’J‘ + Ui—l,j) + kx;, i=1,---,N—-1
Ug,j+1 = 1, UNj+1 = 1
end

Med h = 0.25 og k = 0.01 far vi at k/h? = 0.16. Startbetingelsen gir
ugo = 1.0, uig = 0.9239, U220 = 0.7071, usg = 0.3827, u40 = 0.0,

slik at

1(0.25,0.01) ~ u1; = 0.923940.16(1.0—2 - 0.9239+0.7071)+0.01 - 0.25 = 0.9039
1(0.5,0.01) &~ ug; = 0.7071+0.16(0.9239—2 - 0.7071+0.3827)+0.01 - 0.5 = 0.6949
1(0.75,0.01) ~ u3; = 0.3827+0.16(0.7071—2 - 0.3827+40)+0.01 - 0.75 = 0.3809.

Setter vi Y = L(y) og transformerer, far vi ligningen

—S

(&

Y
sY —1+Y + =
s—1 s

Med litt regning gir dette

1 1 1 1
Y(s)=-— 5+ (5-=
() s 2t <32 s3>

Ved a transformere tilbake far vi ved hjelp av 2. skifteteorem at

y(t):1—t—%u(t—1)(t2—4t+3).

La Sj og Sy betegne summene av de gitte rekkene, henholdsvis.

Fra konvergensteoremet for Fourierrekker har vi (siden f er kontinuerlig overalt)

i i 8(=1)"(x*n* — 6)

— +
r —=
5 n

n=1

cosny for —nm<z<m.

Sett x = m og bruk at cosnm = (—1)". Det gir

4 > 2,2 4 4
4 8(m*n*—6) 1-1/5 , =«
s 5+7§:1 " 5+ 1 1 3 m 10

Parsevals identitet
o0 1 T
2a2 + Z (a% + bi) = f(z)? dx

n=1
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gir i vart tilfelle

dvs.

a) Ligningen gir

F@)[G"(t) +G'(t)] = F'(2)G(t) = 0 Fl) =k
der k méa veere konstant. Fglgelig har vi
F'(z) = kF(z), (1)
G"(t)+ G'(t) = kG(2). (2)
Randbetingelsen gir
F(0) = F(m) =0. (3)

Vi lgser forst randverdiproblemet (1), (3). Det er tre muligheter:

1. k > 0. Da skriver vi k& = p? der u > 0. Generell lgsning blir da F(z) =
Aet® + Be " men (3) gir A = B = 0, savi kan se bort fra & > 0.

2. k = 0. Gir generell lgsning F(z) = Az + B, men (3) gir A = B = 0, sa vi kan
se bort fra k = 0.

3. k < 0. Da skriver vi kK = —p? der u > 0. Generell lgsning blir da F(z) =
A cos px + Bsin pz, men (3) gir A = 0 og Bsinum = 0. Derfor m& p = n, der
n=1,2,3,....

Vi konkluderer at F(xr) = F,(z) = Bpsinnz, svarende til k = —n?, for n =
1,2,3,.... Nalgser vi (2) med k = —n?, dvs.

G"(t) + G'(t) + n*G(t) = 0

Kar. lign. er A2 + A+ n? = (A+ 3)? + n® — 1 =0, som har rotter

Derfor er

1 1
G(t) = Gn(t) = e~ /2 (Cn cost \/E D, sint \/E )

og vi konkluderer:

1 1
U (z,t) = Fp(2)Gn(t) = e /2 (Cn costy/n? — 1 + D, sinty/n? — 4) By, sinnx
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men vi kan sette B, = 1 (vi har allerede to vilkarlige konstanter C,, og D,,, si By,
kan "bakes inn” der).

b)

Her er det bare u(z,t) = u4(z,t) som kan komme i betraktning. Vi har fra svaret pa
forrige punkt (med B, = 1),

u(z,0) = Cysindzr =0 = (Cy=0.
~—~
fra initialbet.
Vi star derfor igjen med
—t/2 . t .
u(z,t) = e /“Dysin sin 4z

Men da er

V63 /63
2

1 tv/63
w(z,t) = _§e—t/2D4 sin sin 4z + e_t/2D4T cos

sin4x

og innsatt ¢t = 0:

3 2
u(x,0) =D sindxr =sindry — Dy=—.
¢(x,0) 4 i 4 &
fra initialbet.
Svaret er altsé
2
u(z,t) = e t/? sin sin4zx.

Her et plot av lgsningen:
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Vi har (se s. 176 i Rottmann for def.)

. 1 00 4
_ —|z| ,—iwz d
W) = —— e "le T
f(w) 2 /OO
a L%

1 o0
= — e lecoswr dr — —— e sinwzx dx
V 2 /—oo V 2 —00

= 0 pga. odde funksjon i x

2 oo
= ==l d (int d like funksj
(& COSwWx dx mtegranden er like runksjon av IE)
V2T /0

2 o0
= \/7/ e T coswzx dx
™ Jo
V2 [ ot )|
=4/= | ——= (= coswz + wsinwzx
|1+ w?

Men z = oo gir ikke noe bidrag, siden lim, o 6% coswz = limy_,c0 e~ ¥ sinwz = 0.
Far derfor

T=00

(Rottmann s. 144, nr. 133).

=0

Fwy =42 —

T 1+w?

(w)e™* dw

=
&

I
9l
3
—
g 8

=)

dvs.
o
R -
T ) oltw
1 [°° coswzx 7 * sinwzx
= — 5 dw+ — ——dw
T J)_olt+w 7r o 1+ w

N—_— —

= 0 pga. odde funksjon av w

2 [e.9]
_ = / cos w"Z dw (integranden er like funksjon av w)
T Jo 14w

og ved & sette x = 1 far vi da:

/Oocoswx T
——dw = —
0 1+ w? 2e

som skulle vises.

Vi bruker tilnsermelsene
) ) 1
Uy (i hyj - h) ~ ﬁ(um,j = 245 + Uit1,5)
og

) ) 1
Uyy(i Ry J - h) = g (-1 = 2uij +uiga) -
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Dette gir ligningene

1 1
ﬁ(l—2u11+u21)+ﬁ(1—2u11+u12) = -1
1 1
ﬁ(uu—2u21+1)+ﬁ(1—2uz1+1) = -1
1 1
ﬁ(l—Qulg—Fl)—Fﬁ(ull—QU12+1) = —1.

Setter inn h = 1/4 og far ligningene

—4duyy +ug +uz = —33/16 = —2.0625
Ul — 4U21 = —49/16 = —3.0625
uilr — 4U12 == —49/16 = —3.0625 .

Disse har lgsningene

upp = 115/112 = 1.0268, u12 = ug; = 229/224 = 1.0223
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