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Skal verifisere at u(z,t) = 22 4t er en lgsning av bglgeligningen med passende c. Vi
beregner de ngdvendige deriverte

Utt:Q

Upy = 2

og observerer at uz, — uy = 0. Fglgelig er dette en lgsning av bglgeligningen med
2
c- =1

Vi skal Igse den partielle differensialligningen u,, = u,.

Viinnfgrer p = u,. Da kan ligningen skrives p, = p, og den kan lgses som en separabel
differensialligning for p = p(z,y) der y er fri variabel og x er parameter:

Op 10p c
= =p, -=—=1, Inp(z,y)=y+Ci(z), plz,y)=e"TNE = C(x)e.
So=p o (2,9) ORERY (z)
Vi kunne ogsa lgst p, —p = 0 som en | ineaer fgrste ordens differensialligning.
N& har vi 9
a—z =p=C(x)eY

og integrasjon mhp. x gir

u(wy) = f@) +gy)  der nwz/amm;

her er f(z) og g(y) vilkarlige funksjoner.

Upy = 0
Uyy = 0

Vi deriverer med hensyn pa y og far:
uy = z¢'(y) + ' (y)
Uyy = .’L'(ﬁ”(y) + W(Z/)

Altsa
0=1uy, = $¢//(y) =+ @Z)”(y)
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@"(y) = 0 (ellers far vi en funksjon avhengig av x) og ¥" (y) = 0.
oy) =ay+b, P(y)=cy+d

Svaret blir altsa:

u(z,y) =z(ay +b) + cy +d
=azxy+br+cy+d

Me skal finna u(z,t) for strengen med lengd L = 7 nar ¢? = 1, starthastigheten er 0
og startutsvinget er som vist i figuren i oppgava. Me kan skriva

u(x,0) = g(x) =0, wu(z,0)= f(x)

z 0<
f<x>:{1_i -

Den generelle Igysinga finn me i formel 12 side 591 i Kreyszig

der

cenmt . enmt. . onw
+ B sin T )smfx

hE

u(x,t) =Y (Bycos

n=1

med

/ f(z sn—dx

. nmwx
BTL = % ) g( ) sin T dzx.
Her vil B}, =0 og

B, = / f(z)sinnx dz

3 9 [T
:/ Esmnmd:/c—i— / (1—5) sinnx dz
T Jg ™ Tz T

2 [1 x }2 2 { 1 ]ﬂ 2 [1 x T
= — | g sinnr — —cosnx| + = |—-—cosnr| — — |—5sinnz— —cosnx
T

w2 | n? n o Tl n = n2 n :
4 . nm
= iy
0 n=2,4,6,...

=4 n=1,59,...

TN

——t ., n=3,711,...

m2n2

Loysinga vert dermed

4 1 1 1
u(x,t) = ) <costsinx — 3—20083tsin3m + ?cos5tsin5:c — ﬁcosﬁsin?x + .. >

’Vl

4 o0
= Z Gt 1 5 cos(2n + 1)tsin(2n + 1)z
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a) Ligningen gir

G'(t)+G(t)  F'(x)

F@)[G"(t) +G'(t)] = F'(2)G(t) = 0 = Fl) =k
der k ma veere konstant. Fglgelig har vi
F'"(z) = kF(x), (1)
G"(t) + G'(t) = kG(t). (2)
Randbetingelsen gir
F(0) = F(m) =0. (3)

Vi lgser forst randverdiproblemet (4), (6). Det er tre muligheter:

1. k > 0. Da skriver vi k& = p? der u > 0. Generell lgsning blir da F(z) =
Aet® + Be " men (6) gir A = B = 0, sa vi kan se bort fra k > 0.

2. k = 0. Gir generell lgsning F(z) = Az + B, men (6) gir A = B = 0, sa vi kan
se bort fra k = 0.

3. k < 0. Da skriver vi k = —p? der u > 0. Generell lgsning blir da F(x) =
A cos px + Bsin pz, men (6) gir A = 0 og Bsinum = 0. Derfor m& u = n, der
n=12.3,....

Vi konkluderer at F(zr) = F,(z) = Bpsinnx, svarende til k = —n?, for n =
1,2,3,.... Nalgser vi (5) med k = —n?, dvs.

G"(t) + G'(t) +n*G(t) =0

Kar. lign. er A> + A+ n? = (A+ 3)? + n® — 1 =0, som har rotter

Derfor er

G(t) = Gn(t) = e*t/2 (Cn Costm_’_ D,, Sintm)

og vi konkluderer:

1 1
U (z,t) = Fp(2)Gn(t) = e71/? (C’n costy/n? — 1 + Dy, sinty/n? — 4) By, sinnx

men vi kan sette B, = 1 (vi har allerede to vilkarlige konstanter C,, og D,,, s& B,
kan "bakes inn” der).

b)

Her er det bare u(z,t) = u4(z,t) som kan komme i betraktning. Vi har fra svaret pa
forrige punkt (med B,, = 1),

u(z,0) = Cysindr =0 = (Cy=0.

fra initialbet.
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Vi star derfor igjen med

t
u(z,t) = e /2Dy sin

sin 4x
Men da er
1 tv/63 V63 tv 63
ug(x,t) = —§e_t/2D4 sin sin4x + e_t/2D4T cos 5 sin 4z

og innsatt £ = O:

ug(x,0) = Dy sindr =sindz, — Dy=

BN
w

fra initialbet.

Svaret er altsé

u(x,t) = e_t/2i sin

63
V63 2

Her et plot av lgsningen:
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