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Det var meningen at forelesningen 30. oktober, den siste innen Fourier-analyse, skulle inneholde et
eksempel der PDE-en ikke er en av de vi har studert om igjen og om igjen (bolgeligningen, varmeledningslig-
ningen/diffusjonsligningen og Laplaces ligning). Det ble dog ikke tid til det, s her folger eksempelet.

Fra eksamen sommer 1995

Vi skal studere 5

0 =12 %xn  xeRi>0 ()
- X, =l X y »
ot 0x?
hvor
L My soo u(x, ) = 0= limy— 400 3 (x, 1)
ii. u(x,0) = f(x), hvor f er en funksjon hvis Fourier-transformerte eksisterer.

Oppgave: Vis at lgsningen til ligning (1) kan skrives pa formen

u(x,t) = \/%/_oof(x—st)g(s) ds,

ogfinn g.

Kommentar
Vi har altsé & gjere med en PDE vi aldri har sett for. Fremgangsmdaten som vi benyttet pa varmeledningslignin-
gen er likevel et godt utgangspunkt. Moralen er: Ikke bli skremt at nye differensialligninger’.

Vi skal lgse pa et omrade uten render (x € R), og betingelsene vi har fatt roper «Fourier-transformasjon»!
Losning

Som i forelesning Fourier-transformerer vi ligning (1) med hensyn pa forste variabel, og far

on 2
—(w, 1) = - ti(w, 1).
ot

For hver (fikserte) w, er dette en ODE med lgsning
i, 0 = Ke *""?

for en w-avhengig konstant K (w). Sett gjerne inn for & sjekke at lgsningen stemmer. For & bestemme K (w)
setter vi £ =0, slik at

K(w) = il(w,0) = u(x,00e % dx = f(x)e ¥ dx = f(w).

1 f R 1 f ©
V21 J-oco V2 J-oco
Andre og siste likhet er per definisjon av Fourier-transformasjon. Dermed har vi

(w0 = flwe @ 2,

IDette gjelder selvfolgelig ogs4 i tilfellene med randbetingelser.
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Invers-transformerer vi med hensyn pé forste variabel (som i forelesning) finner vi

i 1 RN 2.2 :
ulx, ) = d(w, e dw = _/ (e ™® 212 jiwx 4,
V2 —oof

1 o0
\% 21 j:w
N4 holder vi tungen rett i munnen, og setter inn definisjonen av f () (den Fourier-transformerte til f), slik
at vi far

1 R 1 o0 . 2.2 .
u(x, 1) = —f (—f (e '®¥d )e“” 1712610%
V21 J-0o \V/ 271 —oofy Y

1 [ [ 2279
- z_f f fye 2 dy dw
T J-00d-00

Informasjonen gitt om u er tilstrekkelig til at vi kan bytte integrasjonsrekkefolge. Da finner vi

1 Rl e —w?t?12 jiw(x-y)
u(x, 1) = Ef f fe e dwdy
—00 J —00
1 [ o0 2:2/9 ;
— f(y)f e 026100V qgy dy.
—00

:271 —0o

La h veere definert ved ,
h(y)=e™

for alle a > 0. Da vet vi fra tidligere i faget at i Fourier-transformerer til

h(w) = L e 16,

V2a
Hvis vi velger a = 1/(2t?), har vi
h(w) = te™ /2 h(y)=e V1),

Legg merke til at /1(w)/ t opptrer i uttrykket for u(x, #). Vi har nemlig

1 ) ) fl(a)) o)
)= — B piote=1) g4y d
ux, 1) anioof(y)«/;oo t ¢ @y

=5 f(y)[_ h(w)e'®™Y dw dy.

Det innerste integralet her er selve definisjonen av (v2n ganger) den invers-transformerte til h evaluert i
x—y,altsa

oo N 3 N
f (@)Y do = V2rF () (x - y) = V2rh(x - y) = V2me V@),
—0c0

Dermed har vi

xX-y\2

_ N —(-p2I2e2) _ 1 o0 ~1(EY)
u(x, t)—%f_mf(y)e dy—ﬁf_oof(y)e 2 dy.

Né& begynner vi 4 neerme oss. La s = (x — y)/ t. Dette variabelbyttet gir ds=—-dy/f og y = x — st, slik at

-1 —00 ) 1 0o ,
u(x,t)=—f (x—ste”® ’zds:_f (x—ste 2 ds.
\/27‘[ e} f V2or —oof

Definerer vi g(s) = 6‘52/2, har vi da funnet det oppgaven ba om.
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