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I forelesning demonstrerte jeg hvordan Eulers metode, en forsteordens Runge-Kutta-metode, oppforte
seg under lgsing av
Y0 =-3yw).

Med steglengde h = 1, sa vi en oscillerende oppforsel som aldri roet seg ned, i sterk kontrast med den analy-
tiske losningen y(x) = y(0)e™3*. Vi ser at metoden er ustabil for denne ligningen med den gitte steglengde.

En test for stabilitet

En kan si noe om den generelle stabiliteten til Runge-Kutta-metoder ved & studere differensialligningen
V(%) =Ay(x), m

hvor A er! et kompleks tall med strengt negativ realdel, altsa Re A < 0.
Vi vet at ligning (1) har lesning

y(x) — y(o)eﬂx — y(o)exRe/LeixIm/l. )
Siden Re A < 0, vil den forste eksponensialfunksjonen dempe lgsningen, sa
JCan()lo y(x) =0.
Et mal pd stabilitet kan da vere at ogsé var numeriske losning oppforer seg slik nar vi loser ligning (1), altsé at

lim y, =0.

n—oo

I var sammenheng vil vi si at en metode er stabil hvis lim,,_., ¥, = 0. Visd at i tilfellet = -3 ogh=1er
Eulers metode ikke stabil.

Litt om stabilitet av Runge—Kutta-metoder

Stabiliteten til alle Runge-Kutta-metodene kan underspokes innenfor rammeverket diskutert over. I det
kommende er A € C med Re A <0, og vi bektrakter ligning (1).

Eulers metode

For ligning (1) blir Eulers metode

Y1 =Yn+hfXnyn) =Yn+hAy,=Q+ k) yp,.

Anvendt n ganger, finner vi for n =0
¥n=1+hA)"y0.

Fra kompleks analyse vet vi at lim,—.o, ¥, = 0, med y, som over, kun hvis |1 + hA| < 1. Dette er oppfyllt hvis
og bare hvis hA (som er et kompleks tall) befinner seg i en sirkelskive med radius 1 sentrert i punktet —1+0i i
det komplekse plan.

Gitten A (med Re A < 0) ma vi altsa velge oss en & som er liten nok til at 41 lander inni nevnte sirkelskive,
for at vi skal veere garantert stabilitet. Det kan hende vi méd velge & sveert liten, og dermed gjore sveert mange
skritt for 4 komme oss til den y, = y(xp + nh) vi er interessert i.

1jeg kalte A for k i forelesning. Jeg motte si pa en numeriker som mente jeg hadde begétt en dedssynd, fordi denne konstanten «pa
grunn av tradisjon alltid skal hete A». Jeg tor ikke annet enn & kalle den A her...
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Runge-Kutta-metoder generelt

Betraktningen over kan gjennomferes for alle Runge-Kutta-metodene vi har sett i kurset: Euler, forbedret
Euler (Heun), RK4, og baklengs Euler. Figur 1 viser resultatet, altsa stabilitetsomrddene for de forskjellige
metodene.

Merk hvordan baklengs Euler er stabil for kA i hele det venstre halvplan (gratt omréade i figur 1). Dette
kalles absolutt stabilitet, og viser at losning med metoden vil gd mot 0 (som den analytiske lgsningen gjor)
uansett hvor stor skrittlengde vi velger. Slik stabilitet er typisk for de implisitte metodene.

De andre metodene, som er eksplisitte, har mer begrensede stabilitetsomréder. Ogsa her er det forskjeller
& merke seg: Dersom A har realdel sveert neer 0 (som korresponderer til at den analytiske losningen i lig-
ning (2) er veldig sakte avtagende) og har stor imaginerkomponent (som korresponderer til at den analytiske
losningen er veldig oscillerende), s& ma vi velge h ekstremt liten for & havne i Eulers metodes (blétt) eller
Heuns metodes (turkis) stabilitetsomréader. RK4 sitt omrade (redt) er dog en del lettere & nd med noe storre h.

Figur 1: Stabilitetsomrader for noen Runge-Kutta-metoder. Med hA i det gra omradet (hele venstre halvplan)
er baklengs Euler stabil, i det rode omradet er RK4 stabil, i det gule omradet er en tredjeordens RK-metode
(som vi ikke har sett pa) stabil, i det turkise/grenne omradet er forbedret Euler (Heun) stabil, og i det bla
omradet er Euler stabil (som vi nettopp har vist). Merk at i figuren skjuler det rede noe av det gra, det gule
noe av det rode, osv.
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