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Institutt for matematiske fag programrneringsoppgave tll ¢Ving 8,
hgst 2014

Denne programmeringsevingen er ment til & illustrere én av de sveert mange anvendelsene av Fourie-
ranaylse, nemlig bildekomprimering. Der vil gis mye informasjon, men oppgavene er i seg selv ikke lange.
©vingen vil forhdpentligvis vaere nyttig ogsd om du ikke far til programmeringsoppgavene (noe som er helt
greit)!

Vi begynner og slutter med litt informasjon om hvordan bildekomprimering fungerer generelt, noe som
selvsagt ikke er pensum i Matematikk 4D. Denne informasjonen er kun til orientering, men anbefales likevel
som en forankring av pensum i virkeligheten.

Komprimering av informasjon

Komprimering handler om & representere informasjon pa en kompakt mate. Dersom du blir bedt om &
huske tekststrengen «acdbaaaaaaaaaaaaaaaaaaaamky, vil du kanskje heller huske «a, ¢, d, b, 20 a-er, m, k».
Dette er kortere og lettere & huske p4, og du kjenner til reglene som ma til for fullstendig & gjenopprette den
opprinnelige strengen fra det du ma huske.

Dette er et eksempel pé tapsfri («lossless») komprimering, altsd hvor den opprinnelige informasjonen
kan gjenskapes perfekt. Du kjenner sikkert til mange bruksomrader for tapsfri komprimering innen IT, som
for eksempel zip-filer for generelle data, eller PNG-formatet for grafikk.

Tapsfri komprimering er nyttig, men det er begrenset hvor mye slik komprimering kan krympe data. For
& oppné enda mindre filstorrelser, kan komprimering med tap (lossy») benyttes. Med tap vil vi ikke kunne
perfekt gjenskape de opprinnelige data, men snarere en approksimasjon. Komprimering med tap er svaert
mye bruktilyd- og bildebehandling, for eksempel i kjente formater som MP3 (for lyd) og JPEG (for fotografier).
Det viser seg at i mange tilfeller er en approksimasjon mer enn godt nok, spesielt nar menneskelige sanser
som hersel og syn er involvert.

Eksempelbildet til venstre i figur 1 er p&4 omtrent 0,3 megapiksler, og opptar ca. 900 kB i opprinnelig
form. PNG-komprimert (tapsfri komprimering) er bildet fullstendig identisk, og opptar omtrent 460 kB. Med
JPEG-komprimering kan bildefilen gjores betraktelig mindre; med en relativt aggressiv innstilling opptar
bildet kun 20 kB, men da er noe informasjon gatt tapt. Bildet til hoyre i figur 1 illustrerer imidlertid at dette
ikke er umiddelbart apenbart for det menneskelige aye.

Figur 1: Redeyet trefrosk (Agalychnis callidryas). Originalbildet, vist til venstre, er 0,3 megapiksler stort, og
opptar da en knapp megabyte. Bildet til hoyre er JPEG-komprimert til 20 kilobyte, ca. 1/45 av originalen, og
noe informasjon er gétt tapt. ‘Wikimedia Commons, Carey James Balboa. Offentlighetens eiendom.
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1 Vart mal: en enkel bildekomprimeringsalgoritme

Nokkelen til god komprimering med tap for bilder kommer frem over: Hvis vi ma kaste bort informasjon, la
oss velge 4 kaste bort informasjon som mennesker har vanskelig for 4 legge merke til uansett! Her kommer
Fourier-analyse inn.

Som vi har sett i kurset, er den Fourier-transformerte til en funksjon en alternativ representasjon ved
hjelp av trigonometriske funksjoner, eller, som man ofte sier, en frekvensrepresentasjon. Det viser seg at nar
mennesker harer pé lyder eller ser pd bilder, er enkelte frekvenser viktigere enn andre (merk: for bilder er det
her snakk om romlige frekvenser, mens det for lyd er snakk om frekvenser til oscillasjoner i tid). Ved & forflytte
oss til en frekvensrepresentasjon av bildet eller lyden vi skal komprimere, kan vi velge & overse «mindre
viktige» frekvenser for 4 oppna besparelse. A bestemme hva som er «mindre viktige viktige frekvenser» er
sveert vanskelig, og et helt forskningsomrade i seg selv. Et sted & begynne er derimot det velkjente faktum at
lave frekvenser er viktigere enn hoye for menneskers oppfattelse. I frekvensrepresentasjonen blir det da klart
hvilke data vi skal beholde, og hvilke vi skal kaste (behold de lave frekvenskomponentene, kast de hoye).

2 Digital representasjon av bilder

For 4 forenkle det datatekniske, ser vi pa sékalte grédtonebilder' (ofte kalt «sort-hvitt» i dagligtalen). Et
gratonebilde n piksler bredt og m piksler hoyt kan i vart tilfelle representeres som en m x n-matrise B med
elementer som er heltall mellom 0 og 255. Element B; ; representerer en piksel i rad i og kolonne j i bildet,
og verdien angir gratonen («fargen», om du vil): en verdi pa 0 indikerer svart, og en verdi pa 255 indikerer
hvitt. Verdier mellom er forskjellige nyanser av grétt. Siden det krever 1 byte for neyaktig & representere et
heltall mellom 0 og 255, vil et slikt gratonebilde oppta mn byte ukomprimert. For & oppsummere: Et bilde n
piksler bredt og m piksler hoyt er for oss en m x n-matrise med elementer som er heltall mellom 0 og 255. Du
vil fa ferdigskrevet kode for 4 lese inn bildefiler til slike matriser.

En slik bildematrise kan ses pa som en funksjon R> — R som er samplet i m punkter i én dimensjon og n
punkter i den andre dimensjonen. I Kreyszigs 11.9 leerer vi om diskret Fourier-transformasjon (heretter DFT)
for samplede funksjoner R — R. Dette skal vi utvide til & behandle bildematriser.

For hver rad i (mnummerert fra 0) i en m x n-matrise B definerer vi «radfunksjonen» R':[0,n) — Rved

R'(x)=B;|x hvor x| betyr x rundet nedover til nermeste heltall.
Forvirret? Fatt mot, disse funksjonene illustreres best ved et eksempel: Se pa
54 3 1 10
B=|7 1 11 2 9/, (1)
0 3 6 6 8

som godt kan komme fra et sveert lite (5 piksler bredt, 3 hayt) og merkt (alle verdiene er naer 0) bilde. Figur 2
viser radfunksjonen R! for denne matrisen/bildet. Funksjonen plukker altsa bare ut rad nummer 1 (den
andre raden, siden vi teller fra 0) fra B. Sjekk at du forstar hva som foregéar!

IVeien til fargebilder er imidlertid kort: Et fargebilde kan for eksempel representeres som tre gratonebilder - ett for de rode fargekom-
ponentene, ett for de gronne, og ett for de bla.
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Figur 2: Radfunksjonen R! tilherende matrisen B i ligning (1).

Det er klart at hvis vi kjenner R’ for alle 0 < i < m, s& kjenner vi ogsa B (og vice versa).

2.1 BilderiPython

Vi skal som tidligere nevnt styre unna det datatekniske, sé ferdiglaget kode for & lese bilder til matriser i Python
er tilgjengelig som http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/imagestuff.py.
Koden kan kun lese bildefiler i PGM-format (et ukomprimert gratoneformat), sa noen testbilder i dette
formatet er klargjort og kan lastes ned:

* Froskener fremdeles med oss: http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/
frog.pgm

* Lenaerblitt et standard testobjekt i bildebehandling?: http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/
2014h/ov/8/stuff/lena.pgn

Du kan selvfolgelig ogsa bruke dine egne bilder istedet, men disse ma altsa konverteres til PGM.3
Ved a plassere imagestuff . py i katalogen du skriver koden din i, kan modulen imagestuff importeres
med import imagestuff.

Oppgave 1| Test ut imagestuff ved 4 laste inn et av eksemplene og vise bildet:

import imagestuff
img = imagestuff.readpgm(’lena.pgm’)
imagestuff.showimage (img)

Eksempelet over viser bildet av Lena, som til venstre i figur 3. Plott ogsa R'%° (radfunksjon nummer
100) for bildet, som til heyre i figur 3, ved & hente ut rad nummer 100 i matrisen img. Legg merke til
hvordan R'%° vokser i verdi omtrent midt i definisjonsmradet — dette er det hvite i hatten til Lena.

2De spesielt interesserte kan lese bildets historie pd http://ndevilla.free.fr/lena/ oghttp://www.cs.cmu.edu/~ chuck/
lennapg/.

3GIMP og Imagemagick er eksempler pa programmer som kan gjore dette.

python 7. oktober 2014 Side 3


http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/imagestuff.py
http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/frog.pgm
http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/frog.pgm
http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/lena.pgm
http://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/2014h/ov/8/stuff/lena.pgm
http://ndevilla.free.fr/lena/
http://www.cs.cmu.edu/~chuck/lennapg/
http://www.cs.cmu.edu/~chuck/lennapg/

TMA4135 Matematikk 4D, programmeringsoppgave til eving 8, hast 2014

250

200

150

100

Figur 3: Venstre: Eksempelbilde «lena» slik det vises ved hjelp av imagestuff . py. Heyre: Radfunksjonen
R0 for dette bildet.

3 Todimensjonal DFT

I Kreyszigs 11.9 leerer vi at hvis en funksjon f samples i de ekvidistante punktene xy, x1,..., Xxy—1 over en
lengde 27, sé er
N-1
f(xk) - Z CnelHXk'
n=0

hvor
1 N-1 .
cn=— 3 flxp)e "%,
N %o

Vektoren (cy, ..., cn-1) kalles kalles den diskrete Fourier-transformasjon (DFT) til dataene f(xp), ..., f(xn-1).1
Kreyszig er f reell-valuert, men DFT fungerer like fint for kompleksvaluerte funksjoner.

I vart tilfelle passer det bedre & se pa funksjonsverdiene som samplet i punktene 0,1,..., N — 1. Da kan vi
tenke pd f som en vektor avlengde N, og DFT tar formen

1 N-1

—2mi ik
ch=— Z fre N,
N iZo

for 0 = n < N. Inversen er gitt av
N-1 ok
fi= Z Cn TN
n=0
for0O<sk<N.
Land B veere en m x n matrise (et bilde, om du vil). Dersom vi skriver
@ ) ()
(cg'rey heancpyy)

for den diskrete Fourier-transformasjonen til radfunksjon nummer i for matrisen B, kan vi danne oss en ny

(kompleks, siden c;.i) ‘ene generelt er komplekse) m x n-matrise

© © ©
C?u Ch) o Cf’ﬁl
A % q 1
m-1 (m-1) (m-1)
I o e
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Hver kolonnei A kan na gjennomgd en DFT. Da ender vi opp med nok en (kompleks) m x n-matrise

€0,0 Co,1 Co,n-1
C1,0 C1,1 C1,n-1
Cm-1,0 Cm-1,1 --- Cm-1,n-1

Denne kalles den todimensjonalle diskrete Fourier-transformasjonen til B. Vi kommer til & skrive C = DFT(B).

Oppgave 2 | vis at
1 il —2mi(Bd 4 2F)
Cpq=—— 2 > Bjke "
mn ;=g k=o

hvor Bj x er elementet pd rad j og kolonne k i den opprinnelige matrisen B.

3.1 DFTiPython

NumPy har innebygde funksjoner for & gjore DFT i vilkarlige dimensjoner. Hvis NumPy er importert med
import numpy as npernp.fft.fft2(B) dentodimensjonale DFT en til en matrise B. Funksjonsnavnet
FFT kommer av at NumPy bruker Fast Fourier Transform-algoritmer for 4 beregne DFT.

Det viser seg at dersom B er reell, har DFT(B) visse symmetrier; omtrent halvparten av elementene
er komplekskonjugerte av andre elementer.* Siden vi skal kaste bort en andel av matrisen DFT(B), er det
viktig at vi ikke gjor det p& en mate som edelegger denne essensielle symmetrien. NumPy har en funksjon
np.fft.fftshift som stokker om pa en matrise slik at vi alltid kan velge ut en undermatrise sentrert om
sentrum uten & bryte med disse symmetriene. En konsekvens av dette, er at de laveste frekvensene havner i
sentrum, med okende frekvenser jo lengre vi beveger oss fra sentrum.

Skal vi invers-transformere, ma vi forst reversere omstokkingen. Fglgende funksjoner kan derfor brukes
for & gjore 2D DFT og invers-DFT med riktig omstokking:

import numpy as np

def dft(b):
return np. fft. fftshift (np. fft. fft2 (b))

def invdft(c):
return np. fft.ifft2 (np. fft.ifftshift(c))

Oppsummert: Hvis B er en bildematrise, er dft (B) en matrise hvor elementene neermest midten represente-
rer de laveste frekvensene i B. Frekvensene oker jo lengre vi kommer fra sentrum.

Oppg ave 3| 1 Python/NumPy kan vi hente ut en undermatrise ved hjelp av sékalt slicing. Hvis B er en

m x n-matrise, kan en k x [-matrise bestdende av rad i til og med rad k — 1 og kolonne j til og med
kolonne /-1 fra Blagesmed B[i:k, j:1].For eksempel:

B = np.array([[1,2,3],
[4,5,6],
[7,8,91])

print "B:"

print B

print "Undermatrise:"

print B[1:3, 1:3]

gir output

B:

[[1 2 3]

[4 5 6]

[7 8 9]]
Undermatrise:
[[5 6]

[8 9]]

4Vis gjerne dette. Det er rotete, men ikke vanskelig.
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Skriv en funksjon submatrix som tar inn en matrise X og to tall i og j, og returnerer undermatrisen til
X som bestér av i rader og j kolonner fra X, sentrert midt i X. Hvordan du velger & runde av hvis i eller
j er odde er uviktig, men matrisen du returnerer ma veere sentrert i midten av X.

Dersom

=
— = e
= =01 Q1 = =
— = 01 O1 — =
—_ e e
— = e

skal submatrix (X, 2, 2) returnere
5 5
5 5/

4 En enkel bildekomprimeringsalgoritme

Oppgave 4 (krevende) | Skriven Python-funksjon compress, som tar inn et bilde (en m x n-matrise)
B ogetreelttall 0 < r < 1. Funksjonen skal beregne DFT(B) (se avsnitt 3.1 for hjelp) og sa returnere
rm] x [rn]-matrisen sentrert i midten av DFT(B). (Husk at | r m] betyr «rm rundet ned til neermeste
heltall». Du kan selvfelgelig runde opp istedet.)

Oppgave 5| Anta® at et kompleks element i DFT(B) opptar dobbelt s mye plass (reell del pluss imaginzer

del) som et heltallselement i B. Vis at hvis B opptar S byte, s& opptar matrisen returnert av compress (B,
r) omtrent 2r>S byte.

Oppgave 5 viser for eksempel at compress (B, 0.25) kan komprimere et bilde B til & oppta bare

2.0,25% =~ 12,5%

av opprinnelig lagringsplass. Komprimering er dog lite verd uten dekomprimering. ..

Vi ser av definisjonene i avsnitt 3 at dft og invdft fra avsnitt 3.1 tar inn og gir ut matriser av samme
storrelser. Nar vi nd skal g fra et komprimert bilde (en [rm] x |rn]-matrise slik returnert av compress), ma
vi vite noe om sterrelsen til bildet vi skal gjenskape, og fylle inn 0 for de ukjente frekvenskomponentene.

Oppgave 6 (krevende) | Skriv na en funksjon decompress som tar inn et komprimert bilde C (en
matrise som returnert av compress), samt det opprinnelige bildets storrelse (m og n). Funksjonen
decompress skal opprette en m x n-matrise som har matrisen C i sentrum, og 0 overalt ellers®. Denne
matrisen gis sé til invdft, som returnerer en matrise med samme dimensjoner som det opprinnelige
bildet vart. Funksjonen decompress ma returnere realdelen’ av denne matrisen, da komprimeringen
var har fort til at en (bitteliten) imaginzerdel har oppstétt. Denne vil forpurre fremvisning av bildet.

Oppg ave 7 (krevende) Prov ut komprimeringsalgoritmen var pa eksempelbildene (eller andre bil-

der) ved forst & bruke compress, og deretter decompress. Husk at bilder kan leses inn og vises ved
hjelp av funksjonene fra imagestuff . py som ble lenket til tidligere.

5 Demonstrasjon

Siden noen av nokkeloppgavene er ganske krevende, folger her en demonstrasjon av oppgave 7, slik at man
kan fa demonstrert effekten av komprimeringsalgoritmen var uten a ha fatt til alle oppgavene.
Figur 4 og ?? viser effekten av compress etterfulgt avdecompress for forskjellige r.

SDette er ikke umiddelbart sant, men kan ordnes ved hjelp av kvantisering, som vi ikke vil g4 inn p4 her.
6NumPys funksjon zeros kan vare til hjelp: http: //docs . scipy . org/doc/numpy/reference/generated/numpy . zeros . html
X .real er realdelen til en matrise X i NumPy.
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Figur 4: Qverst: Original. Deretter: r = 1/2 (50% plass) og r = 1/4 (12,5% plass).
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Figur 5: @verst: Original. Deretter: r = 1/2 (50% plass) og r =1/4 (12,5% plass).
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Kommentarer

Avsnitt 5 viser at komprimeringsalgoritmen var fungerer, men at den ikke akkurat er storartet. (Likevel, hva
kan man forvente seg av bildekomprimering utviklet ilopet av en eving i et grunnleggende matematikk-kurs?)
Hva skiller algoritmen vér fra for eksempel JPEG, som vi vet fungerer stralende i praksis?

* JPEG sparer ytterligere plass ved bare a bry seg om Fourier-cosinus-koeffisienter. Den benytter seg
av en sakalt diskret Fourier-cosinus-transformasjon (analogt med Fourier-cosinus-integralet i det
kontinuerlige tilfellet).

* Mens vi Fourier-transformerte hele bildet, deler JPEG det forst opp i 8 x 8-blokker, og transformerer
hver av disse for seg. Dette er sveert hensiktsmessig.

* Viktigst av alt: Vi tar med de laveste frekvensene, opp til en viss grense, og deretter sier vi stopp. JPEG
tar med store deler av de lave frekvensene, og mindre deler av de hogyere. Denne glidende overgangen
har sveert stor effekt i praksis, og gir mye bedre resultat enn var bra stans.

 Farger er en (overraskende?) liten detalj. JPEG behandler hver fargekomponent (red, grenn, bla) for seg
selv, akkurat som vi kunne gjort om vi tok oss tid til det.
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