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Oving 13

Innleveringsfristen er den samme som for gving 12. @vingen veiledes ikke.

Kun de med for fa godkjente gvinger kan levere gving 13.

Alle oppfordres til 4 regne gjennom gvingen, da alle @vingene er pensum.

La y veere funksjonen som tilfredsstiller den andre ordens differensialligningen
Y0 =(1=y)y (0 +yx) =0 ()
med initalbetingelser y(0) = 2, y'(0) = 0.

a) Skrivom ligning () til et system av forste ordens differensialligninger. Hva blir startver-
diene for dette systemet?

Vi onsker a lgse systemet av differensialligninger

Yy (x) =f(x,y(x), y(xo)=yo

numerisk. Vi har, blant andre metoder, studert Eulers metode for denne typen ligninger. Et
alternativ, kjent som «baklengs Euler» er gitt ved

Yn+1 ZYn+hf(xn+1rYn+l)y (%%)

der h er steglengden og x,+1 = X, + h. Vi antar at y, er kjent, og (**) brukes for a finne til-
naermelsen y, 1. Metoden er implisitt siden funksjonen f beregnes i den ukjente lgsningen
Yn+1. Vifinner denne ved & lose et ikke-lineeert ligningssystem.

b) La h = 0,1, og sett opp det ikke-lineere ligningssystemet du far nér du ensker & utfore
et skritt med baklengs Euler pa systemet du fant i oppgave a).

¢) Gjor én iterasjon med Newtons metode pd ligningssystemet

1031 — 3 —20 = 0
Y1+0O+y)y.=0.

Bruk y; =2 og y» = 0 som startverdier for iterasjonen.

I et anisotropt materiale, der varmekonduktiviteten i y-retningen er to ganger hgyere enn i
x-retningen, tar den stasjoneere diffusjonsligningen (varmeligningen) formen

az—u +262—u =0 (%)
oxz  Toyz
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Vi vil lgse (%) numerisk. Omradet er et kvadrat med sidelengde 1 og randbetingelser gitt ved

u(x,0)=u(0,y)=0
ulx,1)=u(l,y) =1,

for x, y € [0, 1]. Vi betrakter det folgende gitteret

Uy U U U
Jos Uiz Uzs  Uss

Up,2 U 2 U2 Us,2

Up,1 Uy 1 Uz 1 Us,1

(’UO,O U0 Us o JU3,0
der h=1/3 0g U; j = u(ih, jh).
a) Vis at differenseskjemaet som tilsvarer (*) er
Uit1,j +Ui1,j +2U; j1+2U; -1 —6U;; = 0.

b) Sett opp systemet som U; ; (i,j = 1,2) tilfredstiller og gjor én iterasjon med Gauss-
Seidel med startpunktet Ul(f)l) = Uz(?l) = Ul(f)z) = Uz(?z) =1/,

Vi ser pad initialverdiproblemet
Y(x)=xyx), y0) =1 (%)

a) Finn den eksakte lgsningen til (x). Regn ut et steg ved hjelp av Eulers metode med steg-
lengde h =0,1.

b) En 3. ordens Runge-Kutta metode er gitt ved
ky = hf(xn» Yn)
1 1
2 2
k3 = hf (xl’l + gh,yn + gkz)
1 3
Vn+1=Yn+ Zkl + st-

Regn ut et steg med denne metoden for initialverdiproblemet (*) med h = 0,1. Sam-
menlign med resultatet med det du fikk i a).

Gitt problemet

ou _ 6° 0

ﬁ_ﬁ+6—;‘ (t>0,0<x<1)
(%) u,)=ull,n)=t (t=0)

u(x,0) =8x(1-x) 0<x<1).
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a)

b)

c)

b)

Sett opp et eksplisitt differanseskjema for (x) (som i avsnitt 21.6 i leereboken, men ta
hensyn til det ekstra leddet u,).

La h=1/4, k=1/16 og finn tilnaermelser til u(1/4,1/16),u(1/2,1/16) og u(3/4,1/16).

Modifiser Crank—Nicolsons metode (avsnitt 21.6 i laereboken) slik at du kan bruke den
til & lose (*). Velg h og k som i oppgave a), og sett opp det linezere ligningssystemet som
ma loses for forste skritt.

Utfor to Gauss—Seidel iterasjoner pa ligningssystemet fra oppgave b). Bruk initialverdi-
ene u(ih,0), i =1,2,3 som startverdi pd iterasjonene.

Vivil lgse ligningen
Fu FU_ ey
0x2  8y? ¥

pé enhetskvadratet [0, 1] x [0, 1] med randbetingelser
u©,y) =u(x,00=0, ulx,1)=3x, u(l,y)=

Finn en tilneerming til lesningen u(x, y) ved & bruke sentraldifferanser for & approkis-
mere Uyyx 0g Uyy. La h = 1/3 veere steglengden, og la gitteret veere gitt av punktene
(xi,yj) = (ih, jh) for i,j = 0,1,...,3. Sett opp et system av ligninger for Uy 1, Uz 1, Ui 2
og Uz,1, der U; j = u(x;, y;).

Utfor én Gauss—Seidel iterasjon pa systemet du fikk i oppgave a). Bruk som startvektor
Xo = _(1) 1) 1) 1)-

@ Los integralligningen

t
f(t):l—f (t—7)f(r)dr, £>0.
0

La0< a<mogla f vere en jevn funksjon med periode 27 som oppfyller

a)

b)

a)

1 forO<x=aq,
fx)=
0 fora<x<m.

Vis at fourierrekken til f er
sinna

:ll&

cosnx.

2 o0
P M
Finn summen av rekkene

X sin2na

i) Z sinna ii) Z =

n=1

La f veere funksjonen gitt ved

£ 2—|x| for -2=<x<2,
X) =
0 ellers.

Finn den fouriertransformerte til f.
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9

b) Bruk resultatet fra a) til & beregne

% gin2w
5 dw.
0 w

I denne oppgaven ser vi pa den partielle differensialligningen

ou 0*u

E—ﬁ, —oo<x<oo, >0,
X

betingelsene

lim u(x,t)= lim u,(x,t)=0,
x—=x X— 00

samt initialbetingelsen
ur(x,0) = fx).

Funksjonen f er gitt ved

f=g"w),
der g er en to ganger deriverbar funksjon, og vi antar at de fouriertransformerte til f og g
eksisterer.

a) Vis at den partielle differensialligningen gitt over kan skrives, ved & anvende fourier-
transformasjon, som initialverdiproblemet

ou A
ot -0*h, (,0) = f(w). ()

b) Ved & fiksere w sa kan vi skrive (*) som den ordinere differensialligningen
da .
=0’ 10,0 = f©). (+%)

Vis at (**) har lesning

i, ) = gwe ™.

¢) Vis at lgsningen til problemet kan skrives pa formen

u(x,t):f glx—ph(p,t)dp for >0,

og finn h(p, t).
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