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Avansert oppgave for den interesserte: Homologisk algebra

I denne oppgaven skal vi fa et lite innblikk i den delen av moderne algebra som kalles
homologisk algebra. Dette utviklet seg pa 1940-tallet til & bli et eget fagfelt, sterkt
pavirket av det som kalles algebraisk topologi. I dag benytter man seg av homologisk
algebra ogsa i mange andre deler av matematikken, som matematisk fysikk, algebraisk

tallteori, algebraisk geometri osv.

a)

b)

Anta at vi har tre abelske grupper H, G, L og to gruppehomomorfier ¢, i en
sekvens slik:
HS651L

For en gruppehomomorfi har vi tidligere i kurset definert kjernen og bildet, og
dette er to nye grupper. Per definisjon har vi

Ker(¢y) = {ge€G|9(g9) =0}
Im(¢) = {p(h)|heH}.

Begge disse er undergrupper av GG, men har generelt ikke noe med hverandre &
gjore. Vis at folgende er ekvivalent:

1. Im(p) < Ker(v)), dvs. Im(p) er en undergruppe av Ker(v)).

2. Sammensettingen av ¢ og ¢ er triviell, dvs. ¥ o ¢ = 0.

En sekvens som den i (a) kalles eksakt i G hvis Ker(¢)) = Im(y). Se na pa en
sekvens

O%H%0% L% 0
hvor gruppen (0) betegner den trivielle abelske gruppen (med bare ett element),
og de to gruppehomomorfiene pa endene er nullavbildningen. En slik sekvens

kalles kort-eksakt hvis den er eksakt i bade H, G og L. Vis at folgende er ekvi-
valent:

1. Sekvensen er kort-eksakt.
2. p er injektiv, ¥ er surjektiv, og Ker(¢) = Im(yp).
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c) La G vare en abelsk gruppe og H en undergruppe. For abelske grupper er
alle undergrupper automatisk normale, s vi kan danne faktorgruppen G/H.
La i: H — G veere inklusjons-homomorfien og 7: G — G/H homomorfien gitt
ved 7(g) = g+ H, dvs. 7 sender et element i G til sin restklasse (som jo er et
element i G/H). Vis at sekvensen

0O>HL65S6/HS (0

er kort-eksakt.

d) Et kompleks K av abelske grupper er en sekvens (kan veere uendelig lang i begge
retninger)

LNy fro1 Rl N

fn+2 fn+1 f
n+2 ’ Gn+1 I Gn —n> Gn—l B Gn—2

hvor fglgende holder:

(i) Hver G, er en abelsk gruppe.
(ii) Hver f, er en gruppehomomorfi.
(iii) Sammensettingen av to etterfglgende gruppehomomorfier er triviell, dvs.
fno fny1 =0 for alle n € Z.

Fra (a) vet vi at egenskap (iii) er ekvivalent med at Im(f,+1) < Ker(f,,) for alle
n € Z. For et slikt kompleks kan vi derfor danne faktorgruppen Ker(f,,)/ITm( fr41)
for alle n. Dette kalles den nte homologigruppen til komplekset K, og betegnes
H, (K). Altsa:

H,,(K) = Ker(fu)/Tm(fo11).
Komplekset K kalles eksakt hvis det er eksakt i G, for alle n € Z. Vis at folgende
er ekvivalent:

1. Komplekset K er eksakt.

2. H,(K) = (0) for alle n € Z, dvs. for alle n € Z er homologigruppen H,,(K)
den trivielle gruppen (med kun ett element).

e) Se pa fplgende tre sekvenser:

4 4 4 4 4
oo —> g — Ly — Ly — Lg —> -+

Her betyr avbildningene “-a” at man multipliserer med a (dette blir gruppe-
homomorfier). Vis at alle disse tre sekvensene er komplekser. Er noen av dem
eksakte?
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