TMA4165:
Differensiallikninger og dynamiske systemer

Lgsningsskisse til eksamen mai 2004

Oppgave 1 Vi finner egenskapene til fasediagrammet ved a finne egenverdiene
og egenvektorene til matrisen til systemet.

Pa oppg. a) finner vi at A = —1 og 2. Altsa er origo en sadel. Stabil og ustrabil
retning er gitt hhv. ved egenvektorene (2, —1)7 og (1, —2)7

Pa oppg. b) finner vi at A = —1 £ i. Altsa er origo en stabil spiral. Retning er
mot klokka.
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Figur 1: Faseportretter. Venstre: Oppg. 1la. Stabil mangfoldighet er bla og ustabil
mangfoldighet er rod. Hgyre: Oppg 1b. To strgmlinjer er inntegnet.

Oppgave 2

a) Ved linearisering og Hartman-Grobmans teorem ser vi greit at dette er en
sadel, altsa et ustabilt likevektspunkt.

b) Divergensen til vektorfeltet er VX = 9x2y* 4+ 2¢* > 0. Ved Bendixsons
negative kriterium finnes da ingen periodiske lgsninger.



c) Transformasjon til polarkoordinater gir

7= rsinr?

0=1
Ut ifra dette ser vi at det finnes mange periodiske baner, f.eks. sirkelen med
radius r = /7.

Oppgave 3

a) Vi prgver med Liapunovfunksjonen V = %(a:v2 +y? + 2?), og far
V =(1-2a)zy+ (2a — Dayz — 2*
Dersom vi velger a = % far vi V < 0 utenfor origo. Vi kan konkludere med at

origo er stabil. (Men ikke asymptotisk stabil: zy-planet er invariant, og restrik-
sjonen av systemet til zy-planet gir et senter.)

b) Se pa funksjonen U = zy. Vi far U = 2* + y*. Siden U > 0 utenfor origo
kan vi konkludere med at origo er ustabilt. (Se teorem 10.13 i leereboka.)

Oppgave 4 Se leereboka side 109.
Oppgave 5

a) Transformasjon til polarkoordinater gir

r=r(l-—r)
0=—1

Vi ser at banen r = 1 er periodisk. Innenfor denne banen er 7 negativ og utenfor
er 7 positiv. Det betyr at ingen andre periodiske baner kan eksistere.

b) Siden 6 er konstant lik -1 vil et omlgp rundt origo alltid ta tid ¢ = 27. Anta
at vi starter i ro. Vi integrer opp systemet 7 = r(1 — r), og far

Dette gir Poincaré avbildningen:

1 —1
o= (1 (1 L))
Tn

Dett er instruktivt & instruktivt & transformere denne til

()= (o))
Tn+1 Tn o




Oppgave 6

a) I Liénard-planet blir systemet
z=y— F(x)
y=—g(x)

med F(z) = — fox f(u)du. Systemet har en entydig periodisk lgsning dersom
1. F(x) er en odde funksjon.
2. F(z) kun er nulli x =0 og i z = +a for en a > 0.
3. F(x) — oo monotont for z > a nar x — oo .
4. g(z) er en odde funksjon og g(x) > 0 for z > 0.

b) Ved a benytte betingelsene i a finner vi at systemet har en unik periodisk
lgsning dersom m er et partall og n er odde.

Oppgave 7 Vi har her et iterert funksjonssystem bestaende av fire similtuder:
tre med kontraksjonsfaktor i og en med faktor % Dimensjonen D finnes som
Igsningen av ligningen

Svaret blir
D =1+ logy(3) —logy(V13 — 1) ~ 1.2034



