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Oppgave 1 Finn alle minima til funksjonen

f(z) = 2% + 25 — 20129 + 211 — 275.

Side 1 av 4

Oppgave 2 Definer en konveks mengde og en konveks funksjon definert pa en konveks

mengde.



Side 2 av 4

Oppgave 3 Anta at vi skal lgse et generelt problem pa formen

min f(z)

ved hjelp av linjesgk. Du kan anta at en startverdien xy og en sgkeretning p allerede er gitt.
Neste verdi i iterasjonene er gitt ved

1 = Xg + qop
der ayq er en tilnermet lgsning av minimeringsproblemet

min ¢(«) der () = f(zo + ap).

[0}

e Vis at /(o) = Vf(xo + ap)Tp.

e Sett opp Wolfe-betingelsene for oy, og forklar hva de innebzrer.

Lag gjerne en skisse.

Oppgave 4 Betrakt problemet

max {2z, + xo + 3}
slikat z1+a3<1
To+ 23 <2
1+ 22 <3

T1,%9, 3 >0

a) Skriv problemet pa standard form.

b) Forklar hva et basispunkt (“basic feasible point”) er, og finn et for problemet over.

Oppgave 5 Gitt problemet
min ¢(z) (1)
nar aiszbi, 1=1,2,--- ,m

der

1
q(z) = ixTGx +z7d

Vi antar at G er en symmetrisk positiv definitt matrise.



Side 3 av 4

a) Sett opp Karush-Kuhn-Tucker (KKT) betingelsene for problemet (men ikke lgs dem).

Anta at x* er en Igsning av KKT-betingelsene. Er z* i sa fall et globalt minumum av

(1)?
b) Los problemet

min {(z; — 1)® + (2 — 1)}

NAr — 1 — 239 > —2 (2)
—2371 Z -3
xy, T2 Z 0

Hint: Start med en skisse av det tillatte omradet og nivakurvene til ¢(z).

Resten av oppgaven gar ut pa a konstruere en iterativ algoritme for a lgse det generelle kvad-
ratiske problemet (1).

Gitt et tillatt punkt zo. La W vaere et gitt sett av aktive foringer i xo, slik at W C A(x).
c) Finn en lgsning p av det reduserte problemet
min g(zo +7)
nar a’ (zo +p) = by, ieWw,

forutsatt at a; er linezert uavhengige for ¢ € W.

Hint: Vis fgrst at dette er ekvivalent med & finne minumum av p” Gp/2 + p* (Gxo + d)
med foringene a! p =0 for i € W.

d) Anta at lgsningen p fra c) er forskjellig fra 0.
Finn et uttrykk for den stgrste verdien « kan ta, slik at zo + ap fortsatt er et tillatt
punkt.

Neste verdi i iterasjonskjemaet settes til
r1 = xo + min{o, 1} - p.
Forklar hvorfor.

e) Utfor en iterasjon, dvs. anvend punkt c¢) og d) pa problem (2). Bruk punktet
ro = [3/2,0]T som startverdi. Du kan selv velge WV .

NB! Selv om du ikke har funnet formelle lgsninger av det generelle problemet i punkt
c) og d), kan det godt veere at du kan finne dem pa det konkrete problemet (2).



Side 4 av 4

f) Punkt c) og d) er en del av en “activ set method” for kvadratiske problemer. For &

fullfere algoritmen ma fglgende spgrsmal besvares:

e Er z; lgsningen?

e Hvis ikke, hvordan skal W velges i neste iterasjon?

Gjor rede for hvordan disse spgrsmalene kan besvares.

Oppgave 6 Gitt funksjonalen

Fly) = / (26" () + ¥ (2)?) da

definert pa
' D = {y(x) € C*[0,1]; y(0) =0,y(1) =1}

a) Vis at F(y) er konveks (eventuelt strengt konveks) pa D.

b) Lgs optimeringsproblemet

in F(y).
min F'(y)

c) Lgs optimeringsproblemet

in F
min (y),

der
Dy = {y(z) € C'[0,1]; y(0) = 0}.

d) Finn minimum av F(y) pa D dersom det i tillegg kreves at

/01 y(x)dx = 2.



Eksamen i TMA4180 Optimeringsteori
Lgsningsforslag.

Oppgave 1:

1. ordens betingelse for minima gir oss

| 22 —2204+2 | | O
Vi) = { 2ry — 221 — 2 } o [ 0 ]’
som er oppfylt for ndr, = 2; + 1. | dette punktet er
2 | 2 =2
\Y f(x) - |: -2 2 :|
dvs. V2f(x) er positiv semi-definit (egenverdiene er 4 og 0). Dermedi(et) en konveks funksjon, og
linjen o = 1 + 1 utgjer alle minima til funksjonen.

Oppgave 2.

En mengde? er konveks dersom: for alle,y € Q s erfx + (1 — 0)y € Qforalled € (0, 1).
En funksjon er konveks pa et konvekst settlersom falgende egenskap er oppfylt: for alley € Q sa
gjelder

f0z+ (1 —0)y) <Of(x)+(1—-0)f(y), forallede (0,1).

Oppgave 3
e Hvisz = [$17,$2,...,Z‘n]T sderp(a) = f(z+ ap) = f(xy +ap1, -+, Tn + apy), 09
Of(xo + « Of(xo + « Of(xo + «
¢ (o) = f(gxl D b+ f(gm p)-p2+---+7f(§x D) = V(o + op)7p.

¢ De to Wolfe-betingelsene for skrittlengdeq er gitt ved:

1. f(zo + aop) < f(x0) + 1oV f (o) p.
2. Vf(xo + aop)'p > 2V f(0)p.

hvor0 < ¢; < ¢y < ler gitte konstanter.

Den farste betingelsen sikrer at et skritt med lenggeg i retningp reduserer méalfunksjonefi
tilstrekkelig.

Den andre betingelsen sikrer at vi ikke velgerfor liten. Dessuten, hvig’(«) er sveert negativ,
er det et tegn pa at vi kan redusefiery + ap) vesentlig ved & gka. Denne situasjonen unngas
ved betingelse 2. For figurer, se Nocedal & Wright, s. 38-40.

Oppgave 4.

a) Etlinezert problem pa standard for er gitt ved
mincT;L',
slikat Az =0,
x> 0.



Vi endrermax til min og innfarer slakk-variablg; y» ogys, slik at problemet pa standard form
blir
min {—2x; — x5 — z3}
slikat =1 +x3+y1 =1
Tot+23+y2 =2
1+ 22+ Y3 =3

T1,T2,T3,Y1,Y2,Y3 > 0.

b) Ta utgangspunkti et generelt linezert problem, der dettillamradet er gitt pa formen

Arx =D

der A er enm x n matrise, medn < n. Ettillatt punktz er en vektor som oppfyller betingelsene
over (selvfglgelig), og som i tillegg har maksimaitelementer forskjellig fra 0. (Hvis det har feerre
ennm elementer forskjellig fra O sier vi at er et degenerert basispunkt). For et tillatt basispunkt
x skal fglgende gjelde: Det skal vaere mulig & finne et inde&at) C {1,2,--- ,n} slik at

e 53(x) inneholder ngyaktign elementer.

e Hvisi ¢ B(z) sd erz; = 0.

e m x m matrisa definert ved® = [Ai]ieg(m) er inverterbarA; er kolonne nri i A.

For problemet i oppgavie) kan et passende basispunkt veere

z=1[0,0,0,1,2,3]".
Oppgave 5.

a) Lagrange-funksjonen er gitt ved

m

Lz, ) =q(x) — Z Ni(aTxz —b;)

i=1

og for ettillatt punktz er KKT-betingelsene er gitt ved

Gr+d=>Y a\ (1)
i=1

N(alz —b)=0, i=1,2,---,m
A >0, 1=1,2,--- ,m.
Et punktz* som tilfredsstiller disse betingelsene kalles et KKT-puiskdenG er symmetrisk posi-

tiv definitt erg(z) strengt konveks. Omradet={xz : alz — b; > 0,i =1,2,--- ,m} er konvekst
siden alle fgringene er lineaere. Dermed vil et KKT-punkieere et globalt minimum.

b) Problemet er gitt ved
min (1 — 1)? + (22 — 1)?



med faringene

i) -1 —2my > -2
i1) —2r; > -3
iii) z; >0 @)
) x9 > 0.
En skisse av problemet er gitt under.
X3
10)
0.5]
| : -
05 1.0 15 Xg

Minimum av¢(z) ligger utenfor det tillatte (skraverte) omradet. Det ekl minimum ma ligge
pa fgringen gitt av—x; — 225 > —2. Faringene-2x; > —3 0g z1, x> > 0 er passive, slik at
Ao = A3 = Ay = 0. KKT-betingelsene blir da

2!171 —2= —>\1
2¢9 —2 = -2\
—T1 — Xy = -2

med lgsningen

4 3 2
L= P2 = s A= s A 40

¢) G er symmetrisk, slik at

1
q(xo +p) = 5(550 +p)"G(wo +p) + (z0 + p)7d

1 1

= 50" Gp+p" (Gao + d) + SwoGro + 27 p
1 .

= 5p" Gp+p"d+ qlwo).

medd = Gzg + d. q(o) er konstant, og vil ikke pavirke lgsningenav optimeringsproblemet.
Faringene er gitt av

CLZT(J?Q +p) =10, 1eW.

Alle fgringene iV er aktive iz, slik atal o = b;. Vart reduserte problem kan dermed reduseres
ytterligere til

min {lpTGp + pTJ} 3)
P 2
nar
Awp = O



der A,y er en matrise med radené, i € W. Sidena; er linezert uavhengige vil,y ha full rang.
Vi kan na fortsette pa en av to mater:

Alternativ a). KKT-betingelsene for det reduserte problemet blir

Gp + d= Z ai\; = A%C\;)\W, (4)
iew
AWP = Oa

hvor A\yy = [Ai]iew. G er symmetrisk positiv definitt og dermed inverterbar, stk a
p=G 1AL My — d).
Setter vi dette inn i ligningen for faringene far vi
Awp = AwG (AL My —d) =0

Matrisa Ayy har full rang, dermed er matrisdy,, G ' Al inverterbar og siste ligning kan lgses
mhp. \yy. Settes dette igjen inn i uttrykket ferfar vi:

A = (AwG AT P AWG TN, p= (GTTAL(AWG T AL) Tt AWGT - G d. (5)

Alternativ b) . Sgkeretningep ma ligge i nullrommet til4,y. La Z veere en basis for nullrommet
til Ayy, slik at alle tillatte sgkeretningerskrives sonp = Zu, hvoru € R"~™w ogmyyer antall
faringer iW. Vi kan dermed definere en ny funksjon

1

5 (Zuw)TG(Zu) + (Zu)Vd,

fu)
og Vi har fatt et kvadratisk minimeringsproblem uten faringermin,, f(«), som har lgsningen
w=—-G1Z"7d.
MatrisaG = ZTGZ er SPD sider¥ har full rang ogG er SPD. Sgkeretningen er na gitt av
p=-2G"1Z"4d.

De tilhgrende Lagrange-multiplikatorene kan vi finne veeides\; = 0 for allei ¢ W, og lgse de
resterende fra (4).

d) La& ={1,2,---,m}, og settr, = zo+ap. Davilal z, = b; forallei € W, dvs. at alle fgringene
i W er aktive, og dermed oppfylt, for alle. For atz,skal veere et tillatt punkt, alle fgringene tatt i
betraktning, ma

al(zo + ap) > by, foralle ie &\W.
La T
b, — a; .
o = #, Q= min ;. (6)
a; p 1€E\W

Sa lengex < a, vil altsdzo + ap veere et tillatt punkt. Dermed er to situasjoner mulige:
e Hvisa@ > 1 s ligger minimum av det reduserte problemet fra pumkt; = xq + p innenfor
det tillatte omradet. Da bruker vi denne verdien.

e Hvis @ < 1 nér viranda av det tillatte omradet fgr vi n&r minimum av detuserte omradet.
| sa& fall velger viz, = z¢ + ap.



e) Skriv om den kvadratiske funksjonen

1 2 0
(x1—1)2+(x2—1)2:§xT { 0 2 ]JH—Q:T[ 9 } +1,
derz = [21,25]7. SAG = 21, 0gd = [-2, —2]T. Lazo = [3/2,0]", slik at
~ 1
d=2xg+d= |: 9 ]

| o er det 2 aktive faringei;) ogvi) fra (2). Vi kan altsa velg@V til & omfatte en av disse, begge
eller ingen. | det etterfglgende er alternativwalgt for a finnep.

Velg f.eks.W = {iv)}, slik at A,y = [0,1]. DaerZ = [1,0]T, og vi far
G=27"Gz =2, G '=

~ 1
= _GzTd=—-2,
U GZ*d 5

_1
pzZu:{ 02 ]

Punktetro + p = [1,0]7 ligger i det tillatte omradet (sjekk det), sa vi setter

1
5"

x; = [1,0]T.

Alternativt kunne vi velgeV = {ii)}, slik at Ayy = [—2,0] med nullrom spent ut aZ = [0, 1]7,
o9

G=2 u=1, p=2z=[0,1]".

Menz, +p = [, 1] ligger utenfor det tillatte omréadet, faririg er ikke oppfylit her. Skrittlengden
a regner vi ut fra (6). Fra figuren ser vi at det bare er ngdveadiggkke fagring), de andre vil alle
veere oppfyllt nar vi beveger oss rett oppoverfga Vi far dermed:

T

B -2 —[-1,-2][3,0] 1
Oé:Oélz T :—’
[_17 _2] [07 ]-] 4
09
Ceap_ 31
T1=To+ap= o,y
HvisW = {@}savilp = [-1,1] " ,a= % ogay = [3, 5]

T —_—
Hvis W = {ii), iv)} sa vilp = [0,0]".

e Anta fgrst atry = xg + p, dvs. at Igsningen av det reduserte problemet er et tillatkp
Anta at de tilhgrende Lagrange-mulitplikatorene er funetrsom)\; > 0 for allei € W og
X\ = 0forallei € W, sa er KKT-betingelsene for det generelle problemet oftptyd 21 er
vart globale minimum.
Hvis \; < 0 for en eller flerei ¢ W, s& fierner vi den faringen som korresponderer til den



stgrste negative verdien av Dette danner da et nytt sett med aktive fgringer som brukes ti
neste iterasjon.

(Dette er ikke en del av en besvarelsen:

Ga tilbake til punkte), og laW = {iv)}, slik atz; = [1,0]7. Lad; = A2 = A3 = 0, og finn \4fra

(1), dvs. Ay = —2. Vi kan dermed konkludere medat ikke er et KKT-punkt, faringeiv) fiernes fra
W.)

e Hvisz; = x¢ + ap, meda < 1, s& betyr det at en ny fagring blir aktiv. Denne inkluderer vi i
W.

Se for gvrig algoritme 16.1 i Nocedal & Wright.
Oppgave 6.

a) Viundersgker ony(z,vy, ) = 2e%y + 22 er sterkt konveks 5 C R? etter definisjon (3.4) i Troutman,
dvs. om:

fley+v,z4+w) = flz,y,2) 2 fy(z,y,2)v+ fo(2,y,2)w, Y(z,y,2)and(z,y +v,2+w) €5
med= bare hvisv = 0 ellerw = 0. | vart tilfelle er f, = 2e” og f, = 2z, 0g

fl@y+v,z+w) = f(z,y,2) =2y +v) + (2 + w)* — 2"y — 2°
= 2¢%v + 22w + w?

> 2e"v + 2zw, foralle (z,y,2) € R?

med likhet hvis og bare hvie = 0. Saf er sterkt konveks, og dermed Ei(y) strengt konveks pa
D (Teorem 3.5).
Alternativt kunne en skrive

F(y) = /01 2ey(z)dx + /01 Y (x)da.

Det siste integralet er en strengt konvekstipdhvorfor?), det farste er lineaertii og dermed
konvekst (men ikke strengt konvekst). Summen av en konvgkenostrengt konveks funksjonal
blir en strengt konveks funksjonal.

Det er ogsa mulig a bruke definisjon (3.1) i Troutman direkte.

(Far vilgser de siste oppgavene, la oss som neste skrittaiBeler-Lagrange-ligningene: Gitt funksjonaléify) =
f;’ f(z,y,y")dz. Den Gateaux -deriverte a¥ (y) er gitt ved

b
O0F (y;v) = / %f(% y+ev,y +ev')|c=oda

b
:/ (fy (@, y, 9" v + fala,y,y' W) da

b
(Delvis integrasjon) —/ <fy(x,y,y’) - difz(x,y,y')) vdz + [ f- (2, y,y )
a XL

Dette forutsetter af er tilstrekkelig glatt til at derivasjonen med hensyn<pkan flyttes innenfor integrasjonen. | s&
faller 6 F (y;v) = 0foralley,v + y € D hvis

%fz(xvyvy/) = fy(x,y,y/), fz(a,y(a),y'(a))v(a) =0 og fz(b,y(b),y'(b))v(b) =0. (7)

Den farste ligningen er Euler-Lagrange ligningen, de toraner randbetingelser. )



b) Euler-Lagrange ligningen blir

d . .
d—2y’ =2¢" somblir y” =e" medlgsning y(z) =e” + Cix + Cy (8)
X

der C; og C, er konstanter som ma bestemmes fra randbetingelsene. el tiltstlet ser vi at
y,v+y € D bare hvisy(0) = 0, y(1) = 1 ogv(0) = v(1) = 0. De to randbetingelsene i (7)
automatisk er oppfyllitC; og Csbestemmes fra randbetingelsenegoResultatet blir:
y(z) ="+ (2—e)xz — 1.
c) Euler-Lagrange ligningen er som far, med lgsning gitt i (B)e to konstantene blir nd bestemt av
randbetingelsep(0) = 0 og f,(1,y(1),y'(1)) = 2y'(1) = 0, den siste betingelsen kommer fra
(7). Dette resulterer i lgsningen

y(z) =e” —ex — 1.

d) Viser na pa den utvidede funksjonalen

1 1
F(y) = / (Zemy + y'2) dx + /\/ ydx.
0 0

der X er en (forelgbig) ukjent konstant. Siden det siste integrat linezert iy, vil ogs& F" veere
strengt konveks p®. Euler-Lagrange ligningen blir:

Y =e" + %)\ med lgsning  y(z) = e* + 23:2 + Crz + Cy.
Med randbetingelseng0) = 0 ogy(1) = 1 blir Igsningen
y(x):e’”+%a:2+(2—e—)\)x—1.
Konstantem bestemmes av tilleggsbetingelsen

/Oly(a:)darz/ol <6w+2x+(2—e—)\)x—1>da:

A 1 A
="+ —r+-(2—e— )2 —x

12 2 4
—e—1+l)\+1(2—e—)\)—1—2
- 3 5 =

som har lgsningeh = 12e — 72. L@sningeny(z) er dermed gitt av

y(z) = e + (3¢ — 18)2? + (20 — 4e)x — 1.



