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Oppgave 1 La A veere en n x n Toeplitz-matrise (det vil si en matrise der
elementene i hver diagonal er like hverandre) gitt av
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der d er en reell skalar forskjellig fra null.

a) Er A normal?

b) Er egenverdiene til A reelle eller komplekse?
c) Er A positiv definitt?

d) Er A ikke-singuleer?

Vi anvender na Jacobi-iterasjon for a lgse det linsere ligningssystemet Ax = b, der
A er gitt ovenfor.

e) Vil Jacobi-iterasjonen konvergere for enhver initialvektor?

f) La L veere den nedre-trianguleere delen av A (inkl. diagonalen). Finn L.

Hint: Den inverse av en nedre-trianguleer Toeplitz-matrise er ogsa en nedre-
triangulaer Toeplitz-matrise.

Hvis du ikke fant L' i f), s& kan du fra nd av bruke L™! lik en Toeplitz-matrise
med 1/(3d) pa diagonalen og —1/(9d) pa underdiagonalen, og null ellers. Veer
oppmerksom pé at denne L™! ikke er det korrekte svaret i f).

g) I stedet for & bruke Jacobi-iterasjon, sa bruker vi nd Gauss—Seidel-iterasjon.
Hva er spektralradien til iterasjonsmatrisen brukt i Gauss—Seidel-iterasjonen?
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Oppgave 2 Betrakt 2D Helmholtz-ligningen
Vu—au=f i Q=(0,1)x(0,1),
u=0 pa 09,
der « er en positiv konstant, og f: 2 — R. Ved hjelp av sentraldifferanser og basert

pa diagonaliseringsmetoden for 2D Poisson-ligningen®, konstruer en diagonalise-
ringsmetode for & lgse 2D Helmholtz-ligningen.

Oppgave 3

a) Forklar med noen fa setninger hva et Krylov-underrom er og hva Arnoldi-
prosessen gjgr.

La A =1+ B, der I er identitetsmatrisen og B er en skjev-symmetrisk matrise.

b) Betrakt Arnoldi-prosessen for A. Vis at den resulterende Hessenberg-matrisen
har den tridiagonale formen

B 1
c) Utnytt strukturen til matrisen A = I 4 B til & vise at vi kan forenkle Arnoldi
MGS (modifisert Gram—Schmidt) til:
ro =b— Awo, B1 = |[roll2, vi =10/, vo =0

for j=1,...,m do
w; = B’Uj +ﬁjvj_1

Bir1 = [Jw;ll2
Vi1 = wj/ B
end for

Hint: Dette ligner pa Lanczos-prosessen.

d) H,, kan LU-faktoriseres til
1 m =P

Nm—1 _ﬁm

1Se notatet av E. Rgnquist.
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Bruk LU-faktoriseringen til a finne en algoritme som tilsvarer den direk-
te Lanczos-algoritmen (D-Lanczos), men anvendt pa var ikke-symmetriske
matrise A.

Oppgave 4
a) Finn en singuleerverdidekomposisjon (SVD) til

48 36 20
M= (36 27 15]|.
20 15 75

Hint: Singuleerverdiene er heltall, og den stgrste singulaerverdien er dobbelt
sa stor som den nest stgrste singuleerverdien.

b) Hvordan er singuleerverdiene og egenverdiene til M relatert?
c) Bruk SVD-en til & finne rangen til M.

d) Finn en approksimasjon M ~ M slik at rank M = 1, og |[M — M||p er
minimal. Her er ||-||r Frobenius-normen.



