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Oppgave 1

a) Vis at inverse av matrisen
I − uvT

der I er n× n identitets matrise og u,v ∈ Rn og vTu 6= 1, er av type

I + γuvT .

Finn γ.

b) Estimer kondisjonstallet K2(I − uvT ) ved bruk av ‖u‖2 og ‖v‖2. Anta
vTu 6= 1.

c) Anta vi skal løse det n× n lineære systemet

Ax = b, A = B −wzT , z ∈ Rn, w = Bz

der B stammer fra diskretisering av en Laplace-operator, for eksempel,
med endelige di�eranse eller endelige elementermetoden. Anta at n er stor,
at B er inverterbar, og at vi kan bruke en multigrid V- eller W-syklus for
e�ektiv løsning av lineære systemer av typen By = c. Vi skal dermed
bruke B−1 som prekondisjonerer i vårt problem.
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Finn kravene som z må tilfredsstille for å garantere at konjugerte gra-
dienters algoritme konvergerer når den anvendes på det prekondisjonerte
systemet

B−1Ax = B−1b.

Anta ‖z‖2 ≤ 0.5, bruk konvergensestimatet for konjugerte gradienters al-
goritme og estimatet avK2(I−zzT ) for å �nne minimum antall iterasjoner
som trenges for å garantere at

‖x− xm‖B−1A

‖x− x0‖B−1A
≤ 10−3.

d) Bruk resultatet fra punkt a) og �nn en algoritme for å løse Ax = b som
fungerer for alle z og w som er slik at A er inverterbar.

e) Anta at B er en n × n-matrise som stammer fra en diskretisering av
Helmholtz-ligningen med periodiske randbetingelser, dvs

αu(x) + ∆u(x) = ψ(x), −π ≤ x ≤ π, u(−π) = u(π), 0 < α ≤ 1,

der ∆ er Laplace-operatoren. Etter diskretisering ved spektralmetoden har
vi at

B = Ω̃HΛΩ̃, Ω̃HΩ̃ = I,

der Λ er en diagonalmatrise. Vi antar at n er et partall. Diagonalen til Λ
er

[α, α, α+ 1, α+ 1, . . . , α+ (k − 1)2, α+ (k − 1)2, α+ k2, α+ k2],

med k = n/2 − 1. Den unitære matrisen Ω̃ er slik at Ω̃ = PΩP T der P
er en permutasjonsmatrise og Ω er Fourier-matrisen. Bevis at diagonalele-
mentene i matrisen B er

Bj,j =
2 · α
n

+
n2 − 3n+ 2

12
, j = 1, . . . , n.

Hint.Merk at matrisen B̃ = ΩH(P T ΛP )Ω er syklisk og symmetrisk. Finn
diagonalelementene til B̃. Vis at B̃ og B har de samme diagonalelemen-
tene.

Oppgitt. En permutasjonsmatrise er en matrise som man får ved en per-
mutasjon av radene/kolonnene av identitetsmatrisen.
Fourier-matrisen Ω har elementer

Ωp,l =
1√
n

exp
(
i · 2π

n
(p− 1)(l − 1)

)
, i =

√
−1, p, l = 1, . . . , n.

Egenverdiene til en syklisk matrise er komponentene til vektoren

g =
√
n · ΩH b̃,

der b̃T er første rad i B̃.
Husk at

m∑
l=1

l2 =
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
.
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f) Betrakt vektet Jacobi-iterasjon for å løse By = c, d.v.s.

ym+1 = (1− ω)ym + ωD−1(E + F )ym + ωD−1c,

B = D −E − F der D er diagonal og E er nedretriangulær og F øvretri-
angulær, og 0 < ω ≤ 1 er relaksasjonsparameteren.

Vis at iterasjonen kan skrives som

ym+1 = Gωym + ωD−1c,

bruk dette til å vise at egenverdiene til Gω er

µj = 1− ω
12 · λj

n2 − 3n+ 2 + 24α/n
, j = 1, . . . , n

der λj er egenverdiene til B, dvs

λj =

{
α+ ( j

2 − 1)2, hvis j er partall,

α+ ( j+1
2 − 1)2, hvis j er oddetall.

g) Undersøk glattingsegenskapene til vektet Jacobi. Uttrykk startfeilen e0 =
y − y0 som

e0 =
n∑

j=1

fjwj ,

der wj er kolonnene til matrisa Ω̃. Finn den tilsvarende formelen for feilen
em = y− ym ved bruk av koe�sientene fj og egenverdiene og egenvekto-
rene til Gω. Bestem ω som gir best demping av høyfrekvente feilmoder ut
fra betingelsen −µn/2 = µn.

Oppgave 2

Vi skal se på sensitivitet med hensyn til avrundingsfeil i systemet AXC = B
der A er en reell n× n inverterbar matrise, X er en reell n× p-matrise, C er en
reell p × p inverterbar matrise og B er n × p-matrise, med n ≥ p. Betrakt det
perturberte systemet

(A+ ε∆A)X(ε)(C + ε∆C) = B + ε∆B.

Finn en øvre skranke til den relative feilen,

‖X(ε)−X‖2

‖X‖2
,

ved bruk av den relative feilen i inputdata A, B og C og kondisjonstallet til A
og C.
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Oppgave 3
Betrakt Arnoldis algoritme for å beregne en ortonormal basis til Krylov-rommet

Km(A,u0) = span{u0, Au0, . . . , A
m−1u0},

der A er en n × n-matrise og u0 ∈ Rn. Egenverdiene til Arnoldis øvre Hessen-
bergmatrise, V T

mAVm = Hm, kan beregnes e�ektivt for eksempel ved bruk av en
skiftet QR iterasjonsalgoritme. Forklar hvorfor.

Anta at νk er en egenverdi til Hm og yk ∈ Rm er den tilsvarende normerte
egenvektoren. Betrakt νk som approksimasjon til en egenverdi til A og Vmyk

som approximasjon til den tilhørende egenvektoren. Finn en feilskranke for

‖AVmyk − νkVmyk‖2.

Bruk kjente resultater om Arnoldis algoritme til formålet.


