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Oppgave 1 Den partielle di�erensialligningen

−uxx + c u = f, c ≥ 0.

med homogene Dirichlet-betingelser, gir etter diskretisering med sentraldi�erenser, et lignings-
system av typen Au = b der A = tridiag(−1, 2 + γ,−1), A ∈ Rm×m, γ = c/(m + 1)2. Vi �nner
at A har egenverdier

λk = γ + 4 sin2

(
kπ

2(m + 1)

)
, k = 1, . . . ,m,

og tilhørende egenvektorer

wk =


sin

(
kπ

m+1

)
sin

(
2kπ
m+1

)
...

sin
(

mkπ
m+1

)

 .
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a) Formuler vektet Jacobi-metode med relaksasjonsparameter ω for dette ligningssystemet,
og vis at itererasjonen kan skrives på formen

u(q+1) = Gω u(q) +
ω

2 + γ
b der Gω = I − ω

2 + γ
A,

og at iterasjonsmatrisen Gω har egenverdier

µk = 1− ω

2 + γ

(
γ + 4 sin2

(
kπ

2(m + 1)

))
, k = 1, . . . ,m,

og de samme egenvektorene som A.

b) Feilen etter q iterasjoner med vektet Jacobi på dette systemet kan skrives som

e(q) = Gq
ω e(0) =

m∑
k=1

ρkµ
q
kwk,

hvor

e(0) =
m∑

k=1

ρkwk

er startfeilen e(0) uttrykt ved egenvektorene wk.

Bestem den verdien ωopt av ω som best demper den øvre halvdelen av spekteret til feilen,
dvs �nn

ωopt = arg min
ω

max
k> m+1

2

|µk|.

Veri�ser at du får tilbake det kjente ωopt = 2/3 når γ = 0. Hva skjer når γ går mot
uendelig?

Oppgave 2

a) Beskriv kort ideen bak projeksjonsmetoder for løsning av lineære systemer Ax = b. Bruk
anslagsvis 4-5 linjer.

Anta i resten av denne oppgaven at A ∈ Rn×n er symmetrisk positiv de�nitt, b ∈ Rn er en gitt
høyreside, og x = A−1b. Vi lar rk = b−Axk og ek = x− xk = A−1rk, for k ≥ 0 og antar at x0

er en gitt vektor.

b) Vi bruker approksimasjonsrom K = span{v} og føringsrom L = K. La x1 være resultatet
av ett skritt med projeksjonsmetoden. Vis at

〈Ae1, e1〉 = 〈Ae0, e0〉 − 〈r0, v〉2/〈Av, v〉.
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c) Metoden fra forrige punkt sier ingenting om hvordan ny søkeretning, v, velges i hver
iterasjon. La oss derfor nå innføre følgende prinsipp: Velg vk slik at 〈vk, rk〉 = ‖rk‖1, det
vil si, la komponentene i vk være 1 og −1, negativ (−1) hvis tilsvarende komponent i rk

er negativ, og positiv (+1) hvis rk-komponenten er ≥ 0. Vis at

‖ek+1‖A ≤
(

1− 1

nκ(A)

)1/2

‖ek‖A.

Her er κ(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 mens ‖w‖A = 〈Aw, w〉1/2.

Oppgave 3 La matrisen A være gitt ved

A =

 8 1 0
1 4 ε
0 ε 1

 , |ε| ≤ 1.

a) Gi et estimat for egenverdiene til A ved å bruke Gerschgorin's teorem. Oppgi spesielt
hva en kan si om den minste egenverdien. Illustrer gjerne med en tegning.

b) Vis, for eksempel ved å bruke en passende diagonal similærtransform, det skarpere esti-
matet |λ3 − 1| ≤ ε2 for den minste egenverdien til A.

c) For ε = 0.1 har man funnet Q og R slik at A− I = QR der

Q =

 −0.9899 0.1413 0.0050
−0.1414 −0.9893 −0.0350

0 −0.0353 0.9994

 , R =

 −7.0711 −1.4142 −0.0141
0 −2.8302 −0.0989
0 0 −0.0035

 .

Finn en approksimasjon til minste egenverdi til A fra dette.

Oppgave 4

a) Finn singulærverdidekomposisjonen til matrisen

A =

 1 0
−1 1

0 −1

 .

b) Matrisen i forrige punkt er et spesialtilfelle av en matrise B ∈ R(n+1)×n der Bk,k =
1, Bk+1,k = −1 for k = 1, . . . , n og der alle andre elementer i B er null. Bestem singu-
lærverdidekomposisjonen til B.


