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Oppgave 1 Gitt matrisen

A =
1

21
·

 −9 32 −62
−72 67 −34
−18 106 2

 .

a) Fyll inn µi, νi, i = 1, 2, 3 og σ3 slik at produktet

A =

 1/3 −2/3 µ1

2/3 −1/3 µ2

2/3 2/3 µ3

 7
3

σ3

 −3/7 6/7 −2/7
2/7 3/7 6/7
ν1 ν2 ν3


er en singulærverdidekomposisjon av A.

b) Vi de�nerer følgende mengde av matriser

M = {a1b
T
1 + a2b

T
2 , a1, b1, a2, b2 ∈ R3}

Bestem
Ã = arg min

B∈M
‖A−B‖2

der A er matrisen de�nert ovenfor.
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Oppgave 2 La oss de�nere skiftmatrisen S ∈ Rn×n som

S =


1

1
1

. . .
1

 , (1)

matrisen med 1 i første subdiagonal og i øvre høyre hjørne, og 0 ellers. E�ekten av å anvende
denne matrisen på en vektor er at komponentene forskyves en posisjon ned og den siste �yttes
opp som første komponent. Åpenbart er S ortogonal slik at S−1 = ST og dermed blir løsning av
problemet Sx = b trivielt. Men likevel skal vi bruke dette lineære systemet som et testeksempel
for Krylovrom-metoder.

a) Bevis at egenverdiene til S er n'te røtter av 1, det vil si

λk = e
2ikπ

n , k = 1, . . . , n, (i =
√
−1).

b) La v1 = e1 = [1, 0, . . . , 0]T ∈ Rn og for hver m = 1, . . . , n utled eksplisitt matrisene
Vm og Hm fra Arnoldi-algoritmen slik at kolonnene i Vm danner en ortonormal basis for
K(S, e1).

c) La oss nå bruke GMRES-metoden for å løse det lineære systemet Sx = b. Vi antar
at en initialtilnærmelse x0 er valgt på en slik måte at r0 = b − Sx0 = e1. Beregn alle
approksimasjoner xm, m = 1, . . . , n. Vis hvordan hvert enkelt residual rm kan uttrykkes
som rm = pm(S)r0 for et polynom pm(z) av grad høyst m, og bestem hver enkelt pm(z)
for m = 1, . . . , n. Drøft hvorfor den vanlige konvergensanalysen som er presentert i boka
og på forelesningene ikke fungerer i dette tilfellet. Diskuter spesielt hva som skjer i den
aller siste iterasjonen (m = n).

d) Hva skjer om vi bytter ut GMRES med full ortogonaliseringsmetode (FOM).

Oppgave 3 Vi skal nå betrakte matrisen A = I + θS, |θ| < 1, der S er skiftmatrisen
de�nert ved (1). Du kan få bruk for resultatet i appendiks (se nedenfor) i denne oppgaven.

a) Argumenter for at det eksisterer en diagonalmatrise Λ = Λ(θ) ∈ Cn×n og en unitær
matrise X ∈ Cn×n, uavhengig av θ, slik at A = XΛXH .
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b) Vi ser nærmere på løsning av ligningen Ax = b, med GMRES. Utled et estimat for the
konvergens av residualet etter m iterasjoner på formen

‖rm‖2 ≤ ε(m)(θ) ‖r0‖2, (2)

det vil si, bestem ε(m)(θ).

c) Anta at vi bruker en prekondisjonerer, B−1 = I − θS og betrakt systemet

B−1Ax = B−1b

Finn det tilsvarende konvergensestimatet som i (2), som man får ved å erstatte A by
B−1A.

Oppgave 4 Gitt en vilkårlig 2× 2 reell symmetrisk matrise skrevet på formen

A =

[
w + z ε

ε z

]
.

a) Utfør følgende skiftet QR-steg: A− zI = QR, Ā = RQ + I. Vis at

Ā =

[
w̄ + z̄ ε̄

ε̄ z̄

]
, z̄ = z − ε2w

w2 + ε2
, w̄ = w + 2

ε2w

w2 + ε2
, ε̄ =

ε3

w2 + ε2
.

b) Hva forteller resultetet i forrige punkt deg om konvergens av QR-iterasjoneen for denne
type av matriser? Hva skjer med konvergensraten hvis w ≤ ε? Tegn Gerschgorin-sirklene
for A in tilfelle w = ε og kommenter hvordan dette resultatet stemmer med du generelt
vet om konvergens av QR-iterasjonen.

Appendix. En versjon av Zarantonello's lemma (Saad, Lemma 6.26). La C(c, ρ) være en
sirkel sentrert i c med radius ρ der ρ < |c|. Da gjelder

min
p∈Pm, p(0)=1

max
z∈C(c,ρ)

|p(z)| =
(

ρ

|c|

)m


