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Lgsningsforslag — @ving 5

a) Vi skal undersgke stabilitet ved Fourier-metoden. Metodens karakteristiske po-
lynom er gitt som

Ah
a(z,r) =14er(z7! =24 2) - TT(z — b,

Fourier-metoden sier at metoden er stabil dersom kravet

lae’ )| <1 6elo,2q],

0

er oppfylt. Vi setter inn € i @ og far

_ b

0 —if
(e o)

. 1 . .

ae r) = 1—2r(1-— 5(6—19 +€'%)
6

= 1— 4ersin® 5~ 2iar sin 6,

hvor a = % Siden |a(e!,r)| < 1 er ekvivalent med |a(e!?,r)|?> < 1, far vi ved
kvadrering

; 0 0
la(el?, r)|? = 1 — 8er sin? 3 + 16e%r% sin? 3 + 4a*r? sin? 6.

Vi bruker sin(2g) = 2sin % cosg og deler si pa 8sin? g. Stabilitetskravet blir
dermed at

0 0
—er + 2212 sin? 3 + 20272 cos? 3 <0

eller ekvivalent at g
20%r — € + 2r(e® — a?) sin? 3 <0.

Dette skal holde for 6 € [0,2x]. Vi ma skille mellom to tilfeller:

1. Anta at o < €. Da har vi stabilitet dersom
20%r — e + 2r(e* — a?) <0,

dvs. dersom )

r< —.
2
(sett inn € = «)
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b)

2. Anta at a > . Da har vi stabilitet dersom

201 —e < 0,
dvs dersom -
r S ﬁ
Matrisen @ er gitt ved
[ 2 —(e—a) i
—(e+ ) 2e —(e—a)
Q= ‘ - ;
—(e+a) 2 —(e—a)
—2¢ 2¢e

mens F' er gitt ved
F=rle+a,0,...,0] .

Legg merke til at siste rad i @ er litt forskjellig fra de andre. Dette kommer av

formen av randbetingelsene.

For a kunne lgse denne oppgaven ma vi kjenne til hvordan determinanten til
en matrise utvikles ved en av radene. Anta vi vil utvikle determinanten til en
matrise A ved rad i, da gjelder

det A = a;1 41 + a;plio + -+ - + aindin

hvor A;; = (—1)i*J det M;; hvor M;; er ko-faktor matrisen til A, dvs matrisen
vi far nar vi stryker rad ¢ og sgyle j. Pa grunn av formen til @, er det lurt a
utvikle determinanten om siste rad. Da far vi

det(Q—A) = 0-Qn1+0-Qn2+---+0-QnN-2—2eQNN-1+ (26 = N)QNnN
26—-X —(e—a)
—(e+a) 26—X —(e—aq)
= —2¢(-1)>""1det . .
—(e+a) 2e—X
i —(e+a)
26—X —(e—a)
—(e4+a) 26— —(e—a)
+ (26 = N\)(=1)*" det _ .
—(e4+a) 2e—-2A
i —(e+a)

Vi ser at det siste leddet er gitt slik som det skal, mens det fgrste ikke er pa
riktig form. Vi mé beregne denne determinanten for seg selv. Hvis vi prgver a
utvikle denne nok en gang om siste rad, stgter vi raskt pa problemer. Det vi
bgr legge merke til dog, er at siste sgyle har bare siste element ulik null. Vi kan
derfor benytte regelen om at determinanten av den transponerte matrisen er
lik determinanten av matrisen selv, dvs det A = det AT. Dette betyr at vi like
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d)

e)

godt kan utvikle determinanten om en av sgylene til matrisen. Vi velger derfor
a utvikle problemmatrisen over ved siste sgyle. Vi far dermed at

det(Q — M) = (26 =XN)Tn-1(A)+(0+...0—2e(e — a))Tn-2())
= (26 = NTIn-1(N) —2e(e — a))Tn—2(N),
som skulle vises. Videre ser vi at matrisene Th/(A) er tridiagonale, sa vi kjenner

egenverdiene til disse fra notatet om tridiagonale matriser. Rekurrensformelen
fas dog pa akkurat samme maéate som over, og startbetingelsene er trivielle.

Matrise-metoden sier at metoden er stabil nar p(A) < 1. Vi ma finne o(Q),
siden 0(A) = 1 —ro(Q). Dette gjores ved & finne nullpunktene til Ga(A). Vi har
at

Go(\) = (26 = NT1(N\) — 2e(e — a)Tp(A) = (26 — A)? — 2¢(e — a).
Vi har igjen to muligheter:
1. Anta at @ < e. Da er G(\) = 0 hvis

A =2+ +/2(e — ).

Stabilitetskravet er
rA>0 og rA<2.

Den fgrste ulikheten er trivielt oppfylt, og den andre gir

2
r <
T 24 /2e(e — @)

2. Anta at a > €. Da er rgttene gitt ved

A =2 +iy/2e(a—¢),
som gir
0(A)=1-2retir\/2e(a—¢).

For & fa stabilitet krever vi at
l0(A)]? =1 — 4dre + 4r2? + 2ear?® — 26372 < 1,

som er oppfylt nar

2
r< .
T et

Vi setter R = /€2 — a2, slik at Tys(z) = RM Uy (). Rekurrensformelen for 7Y
gir da

RMU () = 2cRRM Uy (2) — RERM 72U _o (),
som er ekvivalent med
Uni(z) = 22Upn—1(x) — Upr—a(z).
Startsbetingelsene gir at
RU () = 22R = U (z) = 2z

0g

R?Us(x) = 42°R* — R? = Uy(z) = 42% — 1.
Dermed kjenner vi igjen denne rekurrens-relasjonen som Chebyshev-polynomene
av andre sort, som er nettopp Ups(x).
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f) Vihar at A = 2e—2x R, sa rekurrensrelasjonen for Gy () gir, nar vi substituerer
inn uttrykket for T}, fglgende uttrykk

Hy(z) = Gn(2¢e—2zR)

= 2¢RRNWx_1(z) — 2¢(e — @) RN 2Un_o(2)

= 2RN 7z (e? — P Un_1(x) — e(e — a)Un_o()]

= 2(e — )RV ?[z(e + a)Un_1(2) — eUn_a(z)).
Vi kan dermed konkludere med at rgttene til Hy(z) ligger i intervallet (—1,1).
La de korresponderende rgttene til G (A) veere gitt ved A;. Vi har da at

0 (A) = 1- T)\j
= 1-2r(e—z;R),

sa kravet —1 < 0j(A) <1 gir den trivielt oppfylte ulikheten

r(e —x;R) >0
og ulikheten
r(e —z;jR) <1,
som er oppfylt nar
1
r

< -
T e+ Ve -a?

g) Sammenligning av Fouriermetoden og matrisemetoden (“egenverditeknikker”)
gir at vi ikke far de samme betingelsene:

Fouriermetoden Matrisemetoden
a>e|r< g5 (strengest) 7 < 5o
T . 1
a<e | r< o (strengest) r< e

Fouriermetoden stotter ikke annet enn periodiske randkrav, mens systemet vart
har Dirichlet i venste endepunkt og Neumann i hgyre endepunkt.

Pa den andre side s& krever matrisemetoden at iterasjonsmatrisa A er normal,
AAT = AT A (symmetriske og skjev-symmetriske matriser har denne egenska-
pen). A er nesten symmetrisk sa for en passende definisjon av nesten, si er den
“nesten” normal.

Begge teknikker brukes likevel for a indikere stabilitetskrav for metoder med
litt ustandard randbetingelser fordi det er bedre med en viss indikasjon péa hva
som kreves for stabilitet enn ingen.

Matrisene B og C' er gitt ved

D =21y Iy
: IM —2IM IM

Dy Iy 21y
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hvor matrisen Dy, er gitt ved

Dy = .
1 =2
Vi gnsker na & lgse ligningen hvor B og C inngar. Kall hgyresiden f, og sett F' =
(I —rB) og H = (I — rC). Vi omskriver ligningen til FHU" ! = f. Forst lgser
vi Fy = f, og deretter lgser vi HU™! = y. Begge ligningene er tridiagonale og
kan derfor lgses med O(M?) operasjoner. NB: Husk at O(M?) operasjoner i denne

sammenheng betyr “O(n) operasjoner”, siden matrisen har M? rader og dermed M*
elementer.

I Matlab kan disse matrisene enkelt konstrueres med et Kronecker tensorprodukt.
Definer matrisa D i Matlab som Dj; over. Vi kan da konstruere

>> M= 3
>> D = diag(ones(1,M-1),—1) + diag(—2%ones(1,M),0) + diag(ones(1,M=1),1)
D —

—2 1 0
1 -2 1
0 1 -2

>> B = kron(eye(M), D)
>> C = kron(D, eye(M))
>> help kron

BC er da det samme som kron(D, D).

Oppgave 13.11 i lereboka.

We will use Fourier method to analyze the stability of the scheme

1 2 1
uptt = 5(2 — 5+ 647 )uf + gM(Q = 3p)(u_y + ugyy) — Eﬂ(l = 6p)(ugy + uglys).

The scheme has the following stability function a(z, )

i 1 2 . 1 )
Az, ) = 5(2 = 5p+ 6p%) + Sp(2 = 3u) (271 + 2) = (1= 6u) (277 + %),

0

Substituting z = €', we obtain

: 1 4 1
ae? ) = 5(2 — 5+ 647) + g,u(2 — 3u) cosf — é,u(l — 6u) cos 26.

Let us use cos 20 = 2cos? @ — 1 to express a(e'?, y) in terms of x = cos#:

_ 1 4 7
a(x, 1) = Su(Gp — Da? + A2 =3z + <1 — gkt 2u2) : (1)

We must find all values u such that

ja(e’, p) <1,  6€l0,27],
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or, equivalently,

|5L(x,u)] < 1a T € [_1’ 1]7

Let us notice that according to the definition p > 0. We limit ourselves to this interval

in the analysis. There are two cases to consider:

1.

If w(6p —1)=0,ie. p=0o0r p= é the plot of the function a(x, i) is a line.
The maximum value of |a(x, u)| for x € [—1,1] is either |a(—1, )| or |a(1, u)|.
We get

- 16 -
a1l =1-Zp+8u  la(pl =1

It is easy to see that |a(—1,u)| < 1 for 4 =0 and p = #. Thus, the scheme is
stable.

. If p(6p — 1) # 0, the plot of the function a(x, 1) is a parabola so that there is

one extremum point

(2 -3
wo = —2oo W)
(1 —6p)
The maximum value of |a(x, u)| for z € [—-1,1] can be in z = —1, x = 1 or

x = xg. It is important to notice that we must consider the point x = xy only
if g € [—1,1]. For the stability of the scheme we require

la(-Lp) <1, fa(l,p)l<1

and

|a(wo, p)| <1, if xo € [~1,1].
We obtain |a(1,u)| =1, |a(—1,p)| < 1if p < % The point xg is located in the
interval [~1,1] if # > . Because for 1 € [, 3] parabola (1) is has minimum in
xo (why?) and it is entirely located in the upper half plane the value |a(zg, p)]
can not have maximum at xg.

Finally, the scheme is stable if u € [0, %]

Oppgave 13.12 i leereboka.
Vi skal drgfte stabiliteten til FM-skjemaet

1 1
w = S = Q) = 20 ) =t S Qg = 2uf + ufly)

for forskjellige valg av (. Fgrst benytter vi matrisemetoden. La Ax = d—_lﬂ. Vi setter
som alltid

n

u" = [uf, ... ul)t.

Vi mé4 fgrst bestemme systemmatrisen Aa,. Vi har at skjemaet kan skrives som

hvor

+ n+l __ — n
AU = A, u",

R —3(n—¢)
—5(p=¢) 1+(u—y9)
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og
1—(u+¢)  Su+Q)

ag = | 2O 1m0

: 3(n+0)
s(w+¢) 1—(n+¢)

Begge matrisene er TST (tridiagonal, symmetrisk og Toeplitz) og egenverdiene er
gitt ved

N =14 (-0 -2

Ay =1—(p+¢)+2

Selve systemmatrisen er gitt ved Aa, = (AJArx)flAgx. Siden komponentmatrisene

er tridiagonale og derfor normale, er systemmatrisen selv en normal matrise. Fordi
matriser AXI og AL, er TST kan vi skrive

AJArx = QD+QT og Agz = QD_QTa

der @ er den ortonormale matrisen med egenvektorene (egenvektorene er like for AX .
og AL,) og DT og D~ diagonale matriser med de respektive egenverdiene (Lemma
10.5 1 boka). Dermed fplger det umiddelbart at

Axe = (QDTQN)'QD™Q"
= Q(D)QTeD"Q"
= QD7) D7Q".

Dette viser at egenverdiene til Aa, er gitt som (/\j)*l)\j_, dvs egenverdiene er gitt
som

o L2t Osin’ (M)
T 1 2(p - Q) sin?(TRY)

Vi vet at 0 < sin%%) < 1. Anta at verdien er s for & slippe & skrive sa& mye.
|Aj| <1 betyr da for vare reelle tall:

120+ C)s
ST 0s

IN

1

og vi skiller i to tilfeller:

1. Nevneren er positiv, 1+ 2su —2s¢ > 0 <= ¢ < u+ 1/(2s). Da ganger vi opp
nevneren og venstre ulikhet gir

—1—2spu+2sC <1—2spu—2s¢
som betyr at vi ma kreve .
¢= o
for stabilitet. Hgyre ulikhet blir
1—2spu—2s¢ <1+ 2sp —2sC

som kun krever p > 0 for stabilitet, og dette er alltid tilfredstilt i denne oppgaven
(noe annet ville innebeere negativ tid).
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2. Nevneren er negativ, { > pu + 1/(2s). Nar nevneren er negativ ma vi endre péa
fortegnet til ulikheten néar vi ganger opp. Venstre ulikhet gir

—1—2spu+2s¢C > 1—2su—2s¢

som betyr at ( > 1/(2s). Men hgyre ulikhet gir nd p < 0 som ikke er sant i
denne oppgaven, dermed er aldri skjemaet stabilt nar nevneren er negativ.

Siden 0 < s <1 har vi at strengeste stabilitetsgrense kommer nar s = 1, dermed har
vi at skjemaet kun er stabilt nar

| =

¢<

Vi skal sa benytte Fouriermetoden pé samme skjema. Stabilitetsfunksjonen er gitt

ved
143+ —242)

a(z,p) = - tu-Oz1-2+2)
Vi setter z = ' og far
a(e’,p) = L= (p+ Q)+ 5+ +e7)
e T+ (p—¢) — 2(u—¢)(e? +e19)
1—2(p + ¢) sin?

Vi ser at stabilitetsfunksjonen sammensvarer med uttrykket for egenverdiene fra ma-
trisemetoden, sa vi kan konkludere med at Fouriermetoden gir samme stabilitetskrav.
Legg merke til at hvis vi setter ( = 0, sa far vi Crank—Nicolsons metode, sa vi kan
forvente at ¢ er en slags relaksasjonsparameter, dvs at den skal gke konvergenshas-
tigheten.
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