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Forord

Dette notatet ble pabegynt vinteren 2004 til bruk i undervisningen i den ene halvdelen av
kurset TMA4210 Numerisk lgsning av partielle differensialligninger med differensemetoden.
Vinteren 2006 ble det oppdatert med flere nye delkapitler og tilpasset kurset TMA4212.
Jeg skylder en takk til studenter som fulgte kurset i de aktuelle semestrene for inspirasjon
til skriving og for & ha gjort meg oppmerksom pa mange trykkfeil i tidlige versjoner av
notatet.
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Kapittel 1

Innledning

Numerisk approksimasjon av partielle differensialligninger utgjgr en betydelig del av all
virksomhet innen simulering av prosesser i naturen eller i samfunnet forgvrig. Som eksemp-
ler pa fagfelt der slike ligninger brukes kan vi ta med kjemiske prosesser, fluidmekanikk,
strukturmekanikk, kvantefysiske prosesser, elektromagnetisme, finans, osv. Nar vi snakker
om partielle differensialligninger mener vi en ligning hvis lgsning er en funksjon (eller en
vektor av funksjoner) av minst 2 variable, disse kalles uavhengige variable. Ligningen be-
skriver en relasjon der lgsningen og dens partiellderiverte av forskjellig orden inngar. Men
spesifikasjonen av en matematisk modell i anvendelser involverer langt mer en kun denne
relasjonen eller ligningen. Forst og fremst er modellen gjerne knyttet til en geometri. Dette
betyr at vi spesifiserer et domene i rommet av de uavhengige variable der diffligningen skal
gjelde. Dette domenet kan veere endelig eller uendelig i utstrekning. I 2 dimensjoner kan det
for eksempel veaere et delomrade av planet, men det kan ogsd veere helt andre geometrier
som overflaten pé en sylinder eller en kule. Vanligvis er det slik at differensialligningen
selv har uendelig mange lgsninger. Spesifikasjonen av en ligning pa et domene ma derfor
suppleres med et sett av randbetingelser (randkrav). Disse kravene kan se litt forskjellige
ut, men generelt kan en si at de spesifiserer hva lgsningen (og/eller dens deriverte) skal
veere pa randen av domenet. Dersom en av de uavhengige variablene er fysisk tid, sa kaller
man betingelsen ved starttidspunktet for initialbetingelsen, dette er kun en spesiell form
for randkrav.

De fleste partielle differensialligninger har det til felles at man ikke kan skrive opp den
eksakte Ilgsningen pa noen enkel mate. Man trenger derfor approksimative metoder som
kan implementeres pa en datamaskin. Det fins flere hovedklasser av metoder, en av dem
er differensemetoder som behandles i dette kurset. Andre teknikker er spektralmetoder og
endelig elementmetoder. Disse leerer man om i TMA4220.

Partielle differensialligninger kan veere linesre eller ikke-linesere. Siden dette er en ele-
menteer introduksjon, skal vi stort sett holde oss til det linesre tilfellet. Slike linezere parti-
elle differensialligninger kan deles inn i tre kategorier, parabolske, elliptiske og hyperbolske
differensialligninger. I dette kurset ser vi kun pa de fgrste to typene, men doktorgradskurset
MAS8103 Ikke-linesere partielle differensialligninger handler mest om hyperbolske ligninger.
Som en prototype pa parabolske ligninger vil vi holde oss mye til varmeledningsligningen,
og kapittel 3 dreier seg mest om lgsning av denne. Her arbeider vi stort sett med 2 uav-
hengige variable, tid og en romdimensjon. Pa grunn av dette er det fa utfordringer relatert
til problemets geometri som diskutert her.

Kapittel 4 tar for seg noen generelle egenskaper for differenseapproksimasjoner, som
er av betydning nar man lgser partielle differensialligninger i alle de tre nevnte kategorier
ovenfor. Det dreier seg i siste instans om konvergens, men vi diskuterer ogsa begrepene
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2 KAPITTEL 1. INNLEDNING

stabilitet og konsistens som brukes i diskusjonen av konvergens av differenseskjemaet.

I kapittel 5 diskuteres elliptiske ligninger, og prototyper er her Laplace’s ligning og
Poisson’s ligning. Vi arbeider fremdeles med todimensjonale domener, men her er begge
de tilhgrende variable fysiske romvariable. Derfor er det interessant & se pa mer komplekse
geometrier, der domenet ikke er et rektangel slik det typisk var i kapittel 3. Konsekvensen
blir at mye av diskusjonen dreier seg om hvordan man skal approksimere ulike randbetin-
gelser for domener som ikke er rektanguleere.

Men for vi begynner a se pa partielle differensialligninger skal vi friske opp noe grunn-
leggende matriseteori samt litt Taylorutvikling, og definere differenseoperatorer i kapitlet
om bakgrunnsstoff.



Kapittel 2

Bakgrunnsstoft

2.1 Litt repetisjon av matriseteori

La A veere en n x n-matrise av reelle (eller komplekse) tall, vi skriver A € R™*" (eller
A e C™™). Visier at A er diagonaliserbar hvis det fins en matrise X € C™*" slik at

A1

A
A= X 1AX = ?

An

Hver \; € C kalles en egenverdi til A. Matrisen X bestar av n kolonner X = [z1,...,zy]
der hver x; € C™ kalles egenvektoren (tilhgrende egenverdien A;). En diagonalmatrise som
A ovenfor, skrives av og til som

A =diag(A1, ..., Ap).

2.1.1 Jordanformen

Til enhver A € R™*" (eller A € C™*™) fins en matrise M € C"*" slik at

J1

-1 Ja .
M™7AM =J = ) (blokkdiagonal) (2.1)

Jk

Her er J; en m; X m;-matrise, og Zle m; = n. Jordanblokkene J; er av formen

Ji = - , hvism; >2
o
Ai

og J; = [\i] hvis m; = 1. Sa hvis alle m; = 1, er k = n og matrisen diagonaliserbar. Hvis
A har n forskjellige egenverdier, er den alltid diagonaliserbar. Men det motsatte utsagnet
gjelder ikke, dvs en matrise kan veaere diagonaliserbar selv om den har sammenfallende
egenverdier.
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2.1.2 Symmetriske matriser

Nar vi snakker om symmetriske matriser, mener vi som regel reelle symmetriske matriser.
Den transponerte AT av en m x n-matrise A, er n x m-matrisen med (ij)-element aji (en
matrise hvis kolonner er radene i A. En n x n matrise er symmetrisk hvis A7 = A.

En symmetrisk n x n matrise har reelle egenverdier Ay, ..., A, og et sett av reelle ortonor-
male egenvektorer z1, ..., z,. Lar vi standard indreprodukt pa C™ betegnes (-, ), gjelder
altsd (x;, z;) = 0;; (Kronecker-delta).

En konsekvens av dette blir at egenvektormatrisen X = [z1,...,z,] blir reell og orto-
gonal og dens inverse er derfor den transponerte

X t=xT
Diagonaliseringen er gitt som

A =diag(\i,..., \), X =[z1,...,2,), X'X=1I XTAX=Ao A=XAXT

2.1.3 Positiv definitte matriser

Hvis A er symmetrisk og (z, Az) = 27 Az > 0 for alle 0 # x € R" kalles A positiv definitt.
A (symmetrisk) er positiv semidefinitt hvis (z, Az) > 0 for alle z € R" og (x, Az) =0
for minst en = # 0.

A positiv definitt < A har bare positive egenverdier

A positiv semidefinitt < A har bare ikke-negative egenverdier, og minst en 0-egenverdi.

2.1.4 Gershgorins teorem

Gershgorins teorem. Gitt A = (a;;) € C"*". Definer n sirkelflater S; i det komplekse
plan ved

Sj=12€C:|z—aj;[ < la
Py

n
Unionen S = US]- inneholder alle egenverdiene til A. Det vil si at for enhver egenverdi

j=1
A til A fins en j slik at A € §j.

Eksempel.
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I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
’

O
Bevis av Gershgorins teorem: La A veere en egenverdi med tilhgrende egenvektor x =
[€1,...,&]T # 0. Velg deretter £ blant indeksene 1,...,n slik at |&| > |&], k=1,...,n
klart at |£¢| > 0. Ligningen Az = Az har komponent ¢:

Z an =A& = A—aw)é = andy

k=1 k¢

Divider med [&| pa hver side og ta absoluttverdier

A —aw| = Zazkék < > ag Ek" < D lanl

Py, =y k£
Altsa er A € S).

Eksempel. Diagonaldominante matriser med positiv diagonal er positiv definitt. Hvorfor?

2.1.5 Vektor- og matrisenormer

Gitt et vektorrom X (reelt eller komplekst). En norm || - || : X — R oppfyller fplgende
aksiomer

1. ||lz|| > 0 for alle z, ||z|]| =0 < x = 0.
2. |laz| = laflz]l (o€ R (C))

3. [lz +yll < ll=ll + llyll

Eksempler. z = (§;), X = R".
n n 1/2
]l = ; Skl llzlle = <kz_1 |€k:|2> » o llrlleo = max [

Matriserommene R™*™ og C™*" er ogsa vektorrom over R (C). Vi kaller || - || en matrise-
norm hvis for alle A, B € R"*™ (C"*")
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1. JA|| > 0 for alle A, ||[A||=0< A=0.
2. [leAll = [l Al (a € R(C))

3. [[A+ Bl < [|All + [IB]

4 [[A- B <[lAll-1IB]

Merknad. Det siste punktet krever at et matrise-matrise produkt er definert (dette er ingen
operasjon som generelt er definert i vektorrom). I abstrakte termer er aksiomene 1-4 et
eksempel pa en Banach-algebra.

Eksempel. Frobeniusnormen til en matrise er definert som

1/2

1AlF =D lagl’

j=1 k=1

2.1.6 Forenlige og tilordnede matrisenormer
En gitt matrisenorm er forenlig med en gitt vektornorm pa R"™ hvis

Az|| < ||A|l - ||z]] for alle A€ R™", z € R"
[Az| < ||

En gitt matrisenorm er tilordnet en gitt vektornorm pa R™ hvis

A
4] = max 1221
225 e

Eksempler. Vi gjengir her noen av de mest vanlige tilordnede matrisenormene, vi ser pa
hvilke matrisenormer som er tilordnet de tre vektornormene || - |1, || - |2 0g || - || co-

1. Vilar || - |1 betegne matrisenormen som tilordnes vektornormen || - ||;. Det er mulig
& vise at for A € R"*™ (C"*") er

n

Al = g 3
| A1 1?]?§)<ni_1|azk|

Med ord kan man si at ||Al|; er “maksimal kolonnesum i A”.

2. For & skrive ned matrisenormen som tilordnes vektornormen || ||2 ma vi forst definere

spektralradien til en matrise M € R™*™ (C"*™). Hvis A1,..., A, er egenverdiene til
M, betegnes spektralradien til M for p(M), og den er definert som

M) = A 2.2

p(M) = max |\l (2.2)

Om vi plotter egenverdiene til M i det komplekse plan, er spektralradien til M radien
til den minste mulige sirkelskive, sentrert i origo, som inneholder alle egenverdiene
til M.

Vi definerer na 2-normen til en matrise A ved
|All2 = /(AT A)

Merk at AT A er positiv (semi)definitt, sa alle egenverdiene er reelle og positive. Tar
vi kvadratroten av den stgrste av dem, finner vi ||A|2. Merk ogsa at spektralradien
til A kan veere sveert forskjellig fra (kvadratroten av ) spektralradien til AT A. Er A
imidlertid symmetrisk vil ||A]|2 = p(A).
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3. La || - || betegne matrisenormen som tilordnes vektornormen || - [|s. En har da at

1<i<n

n
1Al = max > Jai]
k=1
Det vil si at || Al|oo er “maksimal linjesum i A”. Merk forgvrig at ||A|; = ||A7]|co-

2.1.7 Matrisenormer og spektralradius.

For vilkarlig matrisenorm || - || gjelder at

[A]l = p(A) (2.3)

Bewis: La x veere en egenvektor til A tilhgrende en egenverdi A slik at
Ax = \x
La na y € C™ veere vilkarlig. Da er
Alzy") = (Az)y" = Aay")

slik at
Ay ")l < JA]] [lay™ ]|

Sa
Ayl = Ayl = 1Ay < Al ey |

Dermed er |A| < ||A]|, og siden dette gjelder for hver av egenverdiene til A, méa p(A) < ||A].

Sporsmal til leseren: Hva er galt med argumentet

ANzl = Azl = A=zl < Al lz]]  osv

Konvergent matrise. En matrise A kalles konvergent (mot null) hvis

AP 0 nar k— oo

’ Tilstrekkelig betingelse. Hvis ||A|| < 1 for en eller annen matrisenorm er A konvergent.

Beuwis.

1AM = A - A < AL AR < < JAIF =00 s 4] <1

Ndgdvendig og tilstrekkelig betingelse. A er konvergent hvis og bare hvis spektral-
radien p(A), definert ved (2.2), oppfyller p(A) < 1.

Bevis (ikke pensum): Vi bruker Jordanformen, og lar A = MJM~! der M € C™*" og
Jer somi (2.1). Daer A2 = MJM*MJM~' = MJ?>M~!, og ved induksjon er A¥ =



8 KAPITTEL 2. BAKGRUNNSSTOFF

MJEM~1. At AF — 0 er ekvivalent med at J* — 0. At J* — 0 er ekvivalent med at
hver enkelt Jordanblokk Jf — 0. Anta at en slik Jordanblokk har diagonalelement A\ og at
m; X mi-matrisen F' har sitt (i,7 + 1)-element lik 1, og de gvrige elementer er null. Da er
J; = M + F der I er identitetsmatrisen. Matrisen F' er nilpotent, dvs F'™ =0, m > n. Vi
antar at k > n — 1 og regner ut

k n—1 n—1

k k m

=0 rt =3 (E)mpn = 5 (B = 5 oy
m=0 m=0 m=0

der pr(A) = N\F/kl Nar k — oo vil go,gm)()\) — 0 for 0 < m < n — 1 hvis og bare hvis
|A| < 1. Dette ma gjelde for alle Jordanblokkene (dvs egenverdiene til A) og resultatet
folger. OJ

2.2 Differenseformler

2.2.1 Taylorutvikling

1 fri variabel. Lau € C""(I) hvor I C R er et intervall pa tallinja. Dette betyr at den
n + 1’te deriverte av u eksisterer og er kontinuerlig pa intervallet I. Da gjelder

Taylors formel med restledd. Med x € I, x4+ h € I er

n hm
u(x +h) = Z o) u™ () + 7,

m=0

der
hn+1

mu("“)(az,ur 0n), 0<6<1.

Ty =

2 frie variabler. Anta ni at u € C""1(Q) hvor Q C R2. Det er gunstig for oss & bruke
operatornotasjon for partiellderiverte. Vi skriver h = [h, k], og lar

0 0 ou ou
h-Vi=h—+k— d h-Vu=h—+k—
Ox + oy v “ ox + dy
Det operatoren gjgr er a derivere en funksjon i retning h = [h, k], man finner altsd den
retningsderiverte.
Vi kan ogsé definere potenser av operatoren ved f.eks.
o d )2 _ o2 , 02

2 _ (., 9 g L v
(h- V)" = (hf)x + k@y 0z2 + 2hk8x8y tk oy?

Utvidelse til m’te potens er opplagt. Da kan vi skrive opp

Taylors formel med restledd for funksjoner av to variable.

1 [, 0 o\"
uw(z+h,y+k)= Z — <h8x + k8y> u(z,y) + rn (2.4)

m=0

der

1 n+1
Tn = <hax+k8y> u(x 4+ 0h,y+0k), 0<6<I1.
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Vi har her forutsatt at det rette linjestykket mellom (z,y) og (x + h,y + k) tilhgrer €.

Om utledning. En ser pa en funksjon av 1 variabel p(t) = u(x 4 th,y + tk) for fikserte
x,y, h, k. Bruk Taylorutvikling med restledd i en variabel for u(¢) omkring ¢ = 0 og sett
til slutt inn ¢t = 1.

2.2.2 Stor O-notasjon

La ¢ veere en funksjon av h og p et positivt heltall. Da er
¢(h) =0O(h?) nar h—0
hvis det fins konstanter C, H > 0 slik at
|p(h)] < C|h|P nar 0<|h| < H

Hvis dette holder, sier man gjerne at ¢(h) er av orden p i variabelen h.

Den typiske bruken vi har for slik stor O-notasjon er i forbindelse med lokal avbruddsfeil
i numeriske metoder. For eksempel i Taylorutvikling med en variabel vil

hn—H M
|T7l’ - | |
(n+1)! (n+1)!
der vi vet at dette maksimumet eksisterer under de ovenfor nevnte forutsetninger hvis I er

et lukket, begrenset intervall. Sa i dette tilfellet folger at r,, = O(h"1).
Merk at med definisjonen ovenfor er det slik at for positive heltall p vil

u(n+1)(x+0h) < |h|n+17 n+1)(

M= (
max [u" " (y))

¢(h) = O(WP™) = ¢(h) = O(h?).

Derfor er det av og til underforstatt at nar vi sier at ¢(h) = O(hP) mener vi at p er
det stgrste mulige heltall slik at dette gjelder. Ofte er det hensiktsmessig a skrive O(hP) i
uttrykk med summer, f.eks. kunne vi for Taylorrekka til u ovenfor erstattet 7, med O(h"*1)

slik at
n k

u(x +h) = Y
k=0
Generelt har vi at dersom ¢(h) = O(hP?) og 1(h) = O(hP¥), s& gjelder at

Y(h) + ¢(h) = O(h?), der ¢q=min(py,py)

Men noen ganger kan man oppna hgyere potens. Et opplagt eksempel er hvis ¢(h) = h?,
Y¥(h) = h3 — h2, hver for seg er de O(h?) mens summen er @(h?). Om man multipliserer
en funksjon ¢(h) med en konstant (# 0), blir ordenen uendret.

(m)(x) + O(hn+1)

2.2.3 Differenseapproksimasjoner til deriverte

Vi introduserer et gitter pa R dvs en monoton tallfplge {z,,} der hver z,, € R.

| | | | | | | |
Tp-1 T Tpt1

Anta at u(x) er en gitt funksjon, u € C4(I) for en g som spesifiseres senere. La

Up = u(Ty), u%m) = (™) (n)
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Anta at gitterpunktene x,, er ekvidistante, dvs x,41 = x, + h for alle n, der h € R kalles

skrittlengden. Vi gnsker & tilnserme u%’") med et uttrykk av formen

q

Z ApUpp

{=p

p < q er heltall, og typisk er p < 0 og q > 0.

Avbruddsfeil. Vi definerer her
q
Tn(h) = Z QpUn4r — u%m)
t=p

Strategien er a velge p og ¢, og deretter beregne de ¢ — p 4+ 1 parametrene ay, ..., a4
slik at 7, blir “liten”.
Ved Taylorutvikling far vi

v k
Upte = u(zy + Lh) = (KZ') ul) 41,
k=0
der r, = O(h¥*1) slik at
q v q
o= ary  —(h)ful) —ul™ + O(hT)

(m)

Vi gnsker at 7, = O(h") med r sa stor som mulig. Skal vi approksimere u; ' ma vi sette
krav pa p og ¢. Sett j := ¢ — p. Vi ma kreve j > m. Vi velger sa ap, ..., a, slik at

0 0<k<m-1

1 U
szh)kaf =<1 k=m (2.5)
T =p 0 m+1<k<j

Merk at vi har ¢ —p+1 = j+1 fri parametre a,, . .., a4 til radighet, og betingelsene i (2.5)
gjelder for 0 < k < j, det vil si totalt j + 1 krav. Ligningssystemet har entydig lgsning for
alle h # 0. Velger vi ay fra (2.5), og antar v > j, far vi for avbruddsfeilen

v hk q ,
= Y gug’@ > aglh + O
k=j+1 t=p

Metoden kalles ubestemte koeffisienters metode.

Eksempel. m =1 (u}). Velg p = —1, ¢ = 1, j = 2. Skal bestemme a_1, ag, a;. Vi
5 ;

setter opp j + 1 = 3 ligninger dvs k =0,1,2 i (2.5)
k=0 a1 + ap + ap = 0 a_, = —ﬁ
k=1 —ha_1 + 0-a9 + hay = 1|= ay = 0
k=2 h? a1 + 0-a9 + h? ap = 0 a = ﬁ
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Ser vi pa de fgrste leddene i avbruddsfeilen far vi
Bk " 1 L1 425D ,
=) T ——(-DfF+ 1) =) S h*
T2 ( AT ) ;(2s+1)!

I den siste likheten, har vi brukt at leddene med like k forsvinner, slik at vi kan sette
k =2s+41 og la s lgpe fra 1 og oppover. Vi har med hensikt utelatt gvre grense i summen
fordi antall ledd vi tar med fgr restleddet avhenger av omstendighetene. Siden det forste
leddet i uttrykket for 7, er av type h?, sier vi at formelen er av orden 2.

Noen flere formler. Andre populare differenseapproksimasjoner er

Unp41 — Un

U —2u Ugy—
m =2 n+1 h2n+ n—-l _ u%—l—rlzh%%)—l—--'

Hva slags orden har de tre formlene?

2.2.4 Differensoperatorer og andre operatorer

Foroverdifferens:  Au(z) = u(x + h) — u(x)
Bakoverdifferens: Vu(z) = u(z) —u(z — h)
Sentraldifferens:  du(z) = u(z + &) — u(x — 1)
Middelverdi: pu(z) = & (u(z + ) —u(z — 1))
Forskyvning: Eu(x) =u(z+ h)

Enhetsoperator  1u(x) = u(z)
Linearitet. Alle operatorene
A? v7 67 /‘L7 E7 17
er linezere. Dette betyr at for a € R, og med funksjoner u(x) og v(zx) vil
F(au(z) +v(x)) = aFu(z) + Fu(z).

der F' kan veere hvilken som helst av operatorene ovenfor. La oss sjekke for eksempel for
F=A.

Alau(z) +v(z)) = (au(z+h)+v(z+h)) — (cu(x) +v(z))
= a(u(z+h)—u(x))+ (viz+h) —v(z)) = aAu(z) + Av(z)
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Potenser av operatorer. La igjen F' veere en vilkarlig valgt operator blant dem vi
definerte ovenfor. Vi kan definere potenser av F' som folger

FO=1, Fru(z) = F(F*Yu(z))

Eksempel.
su(z) = u(x+2) —ulx-1
Su(z) = 8(u(z)) =du(z+ %) — su(z — &) = u(x + h) —u(z) — (u(z) — u(z — h))
= wu(x+h)—2u(x) +ulz —h)

Et annet interessant eksempel er forskyvningsoperatoren. Vi ser at E*u(z) = u(x+kh).
Her kan vi faktisk utvide potenser fra & veere ikke-negative heltall til alle mulige reelle tall,
simpelthen ved & definere ESu(z) = u(z + sh) for alle s € R. For eksempel er E~lu(z) =
u(x — h) og dette er den inverse til E siden Eu(x — h) = B~ u(z + h) = u(x).

Sammenhenger mellom differenseoperatorer.
Au(z) = u(x+h)—u(zr)=Fu(z) —lu(z) = (F — 1) u(x)
Vu(z) = u(x) —ulzx—h)=1u(z) - E u(z) =1 - E Yu(x)
Su(z) = uw(z+=)—ulz—=)=(EY?=EY?)u(z)

pu(zr) = = (u(x + g) + u(x — Z)) = %(El/2 + E7Y2)u(x)

I mer kompakt notasjon skriver vi

A = (E—1)

V = 1-EY

5 (E1/2 _Efl/Z)
1 _

M — §<E1/2+E 1/2)

N4 er for eksempel

slik at

Aby(z) = ;: (’;) (—1)F Blu(z) = Zk: <’;) (=1)Fu(z + £h)

2.2.5 Differensialoperatoren.

Definer q
D= P slik at  Du(z) = u' ()

x
La tilsvarende ovenfor
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Hvis u(x) er analytisk! i et intervall som inneholder z,x + h har vi

u(x +h) = Z %Dm (x) = (Z nlﬂ(hD)m> u(z) = e"P u(x)

m=0 m=0

Vi tenker pa dette kun som notasjon, en elegant skrivemate. Vi har altsa

Eu(z) = e"Pu(z)

s& vi setter F = e"D.

Sammenheng mellom D og andre operatorer.

m=1
A = hD+ — (hD)

Vi skal videre se at under forutsetningen om at u er analytisk kan vi manipulere med
analytiske funksjoner slik vi er vant med, betydningen er alltid at sluttresultatet utvikles i
en Taylorrekke og tolkes som en sum av potenser av operatorer som anvendes pa en glatt
funksjon. Analytisitetskravet kan alltid erstattes i etterkant med en Taylor restleddsformel
som kun forutsetter at funksjonen vi anvender resultatet pa er et endelig antall ganger
deriverbar.

Ser vi pa potenser av A, far vi

0o k
k _ (hD)m _ 1knk k k+1 nk+1
A_<Zm!) = hED¥ 4 SR DM

m=1

eller 8
AFu(z) = W DFu(x) + athDkHu(x) + -

som viser at A¥/h¥ er en forste ordens approksimasjon (avbruddsfeil O(h)) til operatoren
DF.
Merk at for s € R er

Eu(x) = u(z + sh) = Z k:' = *"Py(x)
k=0

som stemmer godt overens med vante regneregler. For sentraldifferensen kan vi dermed
skrive

§=EY? - Y2 = o3hD _ o=3hD :2Sinh%

Videre kan vi beregne

k k
ok = <2sinh hf) (hD 3 (hD) +> = (hD)* + Q—Z(hD)’“”+

!Som definisjon péa at en funksjon er analytisk i et intervall kan en her rett og slett ta at dens Taylorrekke
konvergerer i en omegn om hvert punkt i intervallet
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det vil si L
oFu(z) = W DFu(x) + ﬂthDk”u(x) + -

noe som viser at §¥/h* er en andreordens approksimasjon til D*.
Spesielt finner vi som tidligere at

6%u(z) = u(z + h) — 2u(z) + u(z — h) = K% (z) + %h‘lu@‘) () + - (2.6)

Det er fristende & manipulere videre med de analytiske funksjonene. Vi har sett at

1)
— = sinh @
2 2

Vi skriver dermed formelt 5 5

.D = E Sinhil 5
En kan utvikle sinh~! z i en Taylorrekke

1
sinh_lz:z——z3+iz5—iz7+---

6 40 112

s& hvis vi setter z = §/2 og multipliserer med 2/h far vi

1 15 3 5 5 4
D_h<5 245+6405 71685+ )

Siden vi vet at 6* = O(hF) sa ser vi at vi kan finne approksimasjoner til differensial-
operatoren D av vilkarlig hgy orden bare ved & ta med nok ledd i rekka. Den litt darlig
underbygde manipuleringen med symboler som vi har gjort her, viser seg & veere korrekt.
For mer detaljert diskusjon av manipulering av differenseoperatorer, se leereboka til Iserles.



Kapittel 3

Diskretisering av
varmeledningsligningen

3.1 Om utledning av varmeledningsligningen

Vi skal bruke et standardeksempel for & illustrere numerisk lgsning av parabolske differen-
sialligninger gjennom hele kurset. Det dreier seg om den linesre varmeledningsligningen
i en romdimensjon, som for eksempel kan brukes til & modellere varmetransport i en rett
homogen stav over tid.

Staven péa figuren har lengde L = 1, og vi lar koordinaten x beskrive et punkt pa staven.
Ved tid ¢t > 0 har staven en temperatur u(x,t) i punktet z. Vi kan utlede differensiallig-
ningen ved hjelp av Fouriers lov. Fluksen av varme ¢ gjennom et tverrsnitt av staven ved
punktet x er proporsjonal med temperaturgradienten, slik at

¢ =—Aug, A>0,
samtidig har vi konserveringsloven
pcus + ¢, = 0, p er stavens tetthet.

Disse to ligningene impliserer til sammen at

A
Ut = QUgg, = —.
pc
Ved & innfgre skalaer for tid, rom og temperatur
U T at
w = -, = — T = —
w YT T 2’

der w, y og 7T er dimensjonslgse variable, ug er karakteristisk temperatur, og L er stavens
lengde, far man
Wr = Wyy, 0<y<L

15
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Vi har demonstrert at etter skalering kan man alltid anta at intervallet for romvariabelen
er [0, 1] og at koeffisienten a kan sette til 1. Fra na av ser vi vanligvis pa problemet

Up = Uy, O0< <1, t>0.
I tillegg til den partielle differensialligningen ma man alltid supplere med ulike typer start
og/eller randbetingelser. Hva slags betingelser som er ngdvendig og tilstrekkelig for at hele

problemet skal ha en entydig lgsning varierer fra differensialligning til differensialligning.
Vi skal se pa noen varianter for varmeledningsligningen.

Rent startverdiproblem. Her antar at vi at staven er uendelig lang.
Ut = Ugy, reR, t>0,

u(z,0) = f(z), x=€R.

Start /Randverdiproblem (S/R). Dette dekker tilfellet med varmetransport i en ho-
mogen stav med lengde 1. Vi ma angi startverdi, samt randverdi i de to endene av staven.

Ut = Ugy, O<ax<l, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<1, w= g w= g
U(Oat) - gO(t)? t>0,
u(l,t) =g1(t), t>0
(3.1)
-
u=f x

3.2 Numerisk lgsning av start/randverdiproblemet

3.2.1 Numerisk approksimasjon pa gitter

Vi innfgrer forst en skrittlengde i x-retning som vi kaller h, og en i t-retning som vi kaller
k. Vi antar i forste omgang at h = 1/(M + 1) for en heltallig M.
Vi definerer sa gitterpunkter eller noder (y,t,) ved

Tm=mh, 0<m<M+1, th,=nk, n=0,1,2,....
Merk at dette betyr at g = 0 og zpr+1 = 1 blir randpunkter. Den eksakte lgsningen i

punktet (x,,ty) betegnes u), := u(xy,, t,). I alt hva som kommer skal vi betegne med U},
den approksimasjonen som var numeriske metode gir til lgsningen i (z,, t,,).
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m O O O ]

O:  ukjent
; O O O {1 O . ukjent
m O O O ]

[t
!
[t
R

3.2.2 Euler, Baklengs Euler og Crank—Nicolson

Vi presenterer her tre forskjellige differenseskjemaer for varmeledningsligningen.

Eulers metode. Vi forenkler na notasjonen litt for de deriverte og skriver rett og slett

ok 0
_7“ 8tu:ut:8—7:.

Vi rekkeutvikler u! = u(x,,,t, + k) for konstant x = x,,,, omkring t = t,,, og far
1
U =+ kO, + @, P = Sk, 4

Men vi kan na bruke varmeledningsligningen som spesielt sier at 9 u”, = 92 u”,, deretter
approksimerer vi denne andrederiverte med sentraldifferens som i (2.6)

k
upt = + 02l — U+ o

der indeksen pa & betyr at vi anvender den i z-retning dvs
03 Upy = Uy g — 2y + Uy

Fra uttrykket i (2.6) finner vi at

m

1
Y = ﬁ/@hQa;*u:;Jr---
Oppsummert har vi

k k
U =+ 5 g i+ T = i+ g (U — 2 )
der
1 1
=g =t = Sk — kR 0y ) ul 4 -
2 12
Eulers formel framkommer ved & erstatte alle sma (eksakte) u-verdier med (approksima-
tive) verdier U i formelen ovenfor, og se bort fra avbruddsfeilen T}.
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Eulers metode

m,n—+1

(3.2) urtt = Ur +ré2U”

r = hf’g o °
m—1n mmn m+1,n

Figuren til hgyre ovenfor kalles et beregningsmolekyl, det er et slags lokalt kart over
gitteret som forteller hvilke gitterpunkter som er involvert i formelen. Ideen er né at man
starter pa n = 0 som tilsvarer tg = 0 der u(x,tg) = u(z,0) = f(x) som er kjent. Man kan
dermed tilordne verdiene U, = f(x,,), m = 0,..., M +1. Sa setter man n = 1 og forsyner
seg forst av de oppgitte randverdiene og far Us = go(k) og Uéwﬂ = g1(k). For de gvrige
verdiene brukes formelen (3.2) ovenfor, en ser at det gvre gitterpunktet i molekylet kan
beregnes ut fra kjente verdier.

Algoritme (Eulers metode for varmeledningsligningen)

UY = f(zm), m=0,...,M+1

forn=0,1,2,...
U(?Jri = go(tnt1)
Unity o= g1(tn+1)

urtl .=un +rs20%, m=1,....M
end
Eksempel.
1
0.8
Ut = Ugpy O<ax<l1, t>0, 05
21 0<z<i )
— ) = =9 0.4
f(@) {2@—@,;<x§L
0.2
go(t) = g1(t) = 0, t>0.
0

I plottet ovenfor ser du initialfunksjonen. Vi kjgrer en simulering i Matlab med dette
tilfellet, der vilar h = 0.1 (M =9), og k = 0.0045. Hvorfor k er s liten i forhold til A, er et
spgrsmal vi kommer tilbake til. Figure 3.1 viser den numeriske lgsningen i gitterpunktene
som sirkler, ved tidsskritt 0, 5, 10 og 20.
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Figur 3.1: Matlabsimulering av Eulers metode pé varmeledningsligningen

Baklengs Euler.

n
um

der

= u(xm,tny1 — k)

_ n+1 2, n+l1 n
= upt —rogunt T,

uptt — kO up™ + S k2 OF uptt 4 -

uptt — k07wt + 5 R2 OF upt 4 -

Vi rekkeutvikler na istedet u;y, omkring x = x,, t = t,,41, og far

1 152+l _ 13294, ntl 11292, n+l
uptt =k (7zz uptt — 5hP0puptt + - )+ 5 k2 0Fuptt -

m

1 1
= <12kh283+2k283> upt

Ved & erstatte v’er med U’er og se bort fra avbruddsfeilen 77}, far vi

Baklengs Eulers metode

m—1n+1 mn+1 m+1ln+1
Untt = r 82U = Up,
) (3.3)
T:p.

m,n

Baklengs Euler er en implisitt metode. Dette betyr at i hvert tidsskritt ma man lgse et
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linezert ligningssystem for & fa ut UZ!, m =1,..., M. Vi kommer tilbake til & diskutere
lpsning av ligningssystemet, forst skal vi presentere ytterligere en implisitt metode.

Crank—Nicolsons metode. Denne metoden er tuftet pa trapesregelen, en kan repre-
sentere avbruddsfeil i trapesregelen ved !

k
[ o=k )+ ) - g5 8 (5) +-

For & utlede var metode benytter vi den opplagte formelen

tn+1
UW( Ty trp1) — U(Tp, tn) = / (T, t) dt,
tn

n+1/2

og approksimerer integralet med trapesregelen der vi benytter notasjonen = (T, th+
k).

1 1
uptt = up, 5 K G, + O — kP

1 1
= unm -+ 5 k (8§u:1 + 8§unm+1) o E kS 8? u:zn+1/2 +...
1, (1 1 1 /1 1

1
13 k3 8t3 qul/Q 4

Vi forenkler og oppsummerer

=g 5 (0, + ) +
1 1

hvor vi har benyttet at

SO0, + b = b + O(R?).

Crank—Nicolsons metode

m—1n+1 mn+1 m+1,n+1

(1=30) U =1+ 50)Up,

) (3.4)
T = >E
m—1n m,n m+1,n

! Akkurat denne formen av avbruddsfeil i trapesregelen er nok ikke gjennomgatt i TMA4215, men vi
skal ta den for gitt likevel.
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Vi oppsummerer og skriver alle tre formlene pa kompakt form

(E) Untt = (1+r&2)Ur  eller  $AUR = L02Un,
(BE) (1-ro2)uptt = Up eller ¢V UYL = La2untt,
(CN) (1-%8)Untt = (1+358)Un  eller  Lo,Unt? = L s2uunt?,

Merk at (E) er eksplisitt mens bade (BE) og (CN) er implisitte.

Bemerkning om avbruddsfeil. [ metodene ovenfor har vi definert den lokale avbrudds-
feilen 7 i punktet (z,,t,). Gitt en formel generelt, finner vi dens lokale avbruddsfeil ved
& sette den eksakte lgsningen inn i formelen og flytte alle ledd til en side. Avbruddsfeil
uttrykkes ved potenser av skrittlengdene og deriverte av eksakt lgsning gjennom Taylor-
utviklingen.

3.2.3 Lgsning av ligningene i Baklengs Euler og Crank—Nicolson

Utgangspunktet er at vi kjenner U}, 0 < m < M + 1, samt at Ugf“ og U}\‘jjl er gitt

av randverdiene. Vi mé bestemme U[,LZH, 1 <m < M. Vi ser fgrst pa Crank—Nicolson.
Hgyresiden av ligningen er kjent, og vi setter

dnHl = (1+§5§) Un = 2U3f1+(1—r)Ug+gU:M, 1<m< M.
For venstresiden far vi komponentvis

(1-502) Uit = =S Ut + (L4 U = SUREL 1<m< M,

9 m+1
der vi setter inn UgLH = gngl = go(tnt+1) 08 UJ7\14++11 = g?“ = g1(tn+1). Vi kan formulere
ligningene pa matriseform
[ 1T +1 ] [ 41 +1
I+r -3 Uy di" + 590
+1 +1
-5 l1+7r —3 Uy dy
5 e o || o i,
+1 +1 +1
i -5 147 | | Uy | | dy 59 ]

En helt tilsvarende utledning gir fglgende ligningsystem for Baklengs Euler

[ — optt | [ op gt ]
—r  142r —r Ut Uy
—r 14+2r —r U}\Lj_ll Ul_4
i —r L+2r | _U]T\}H | _U]\‘/‘,—i-rg’fﬂ_
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De to matrisene i Crank—Nicolson og Baklengs Euler er eksempler pa tridiagonale ma-
triser. Disse spesielle tridiagonale matrisene er dessuten Toeplitzmatriser, dvs at elementene
langs hver av de tre diagonalene er like. I Toeplitzmatriser trenger vi bare & spesifisere fors-
te rad og farste kolonne, sa vil resten veere gitt. Hvis man i tillegg vet at den er symmetrisk,
sa holder det faktisk med & spesifisere forste rad (kolonne).

Generelt nar man lgser partielle differensialligninger med differansemetoder vil man fa
matriser som er glisne. Ligninger med en romdimensjon og hgyst andreordens deriverte
resulterer typisk i tridiagonale matriser. Hgyere ordens deriverte gker typisk bandbredden
i matrisen. Flere romdimensjoner gir opphav til blokkstrukturerte matriser, for eksem-
pel varmeledningsligningen i to romdimensjoner vil typisk gi en blokk-tridiagonal matrise.
Toeplitzstruktur mister man i varmeledningsligningen hvis man for eksempel har et inho-
mogent materiale i staven (se kapittel 3.1), da blir diffligningen av typen

U = a(T)Ugy

der a(x) er en gitt funksjon.

Det fins spesielle algoritmer som kan brukes til & lgse ligningssystemer med tridiagonale
matriser. Av direktemetodene fins det en variasjon av Gausseliminasjon som kalles for
Thomasalgoritmen. Vi skal ikke diskutere den naermere her.

Istedet skal vi gi noen enkle eksempler pa hvordan en kan bruke Matlab for & sette opp
og lgse ligningene ovenfor.

3.2.4 Lgsning av ligninger med Matlab

Nar man arbeider med glisne matriser, det vil si matriser der storparten av elementene
er null, blir det viktig a lagre matrisen pé en gkonomisk mate i datamaskinminnet. For
en M x M-matrise som ovenfor er det dumt & lagre alle elementene, en kan for eksempel
istedet lagre en liste over alle indekser tilsvarende ikke-null-elementer med tilhgrende verdi.
Om man for eksempel setter M = 1000 ovenfor blir det 10° = en million elementer totalt,
mens det er kun ca 3000 elementer eller ca 3 promille som er ulik null. En annen sak er
at dersom vi multipliserer en stor glissen matrise med en vektor vil vi utfgre veldig mange
multiplikasjoner og addisjoner med null som vi kunne veert foruten.

Matlab har innebygd stgtte for dette. Start Matlab, og forsgk med > help sparse
eller > help spdiags. Sparse betyr glissen og funksjonen konverterer en full matrise til en
sparse matrise (der bare elementer ulik null lagres). Konvertering fra sparse til full gjores
med funksjonen full. Ta deg tid til & g& gjennom hjelpeteksten og forsgke noen eksempler.
Funksjonen spdiags brukes til & generere matriser i sparse format fra dens diagonaler. La
oss generere matrisen til Crank—Nicolson metoden i sparse format. Vi antar at M = 10
slik at h = 1/11. Velg k slik at r = k/h? = 1. Forsgk fglgende sekvens av kommandoer

> M=10;

> r=1;

> e=ones(M,1);

> A=spdiags([-r/2*e, (1+r)*e, -r/2%*e], -1:1,M,M);

Prgv & fjerne ’;" i den siste kommandoen for & se hvordan Matlab viser fram en matrise i
sparse format. Matlab indekserer diagonalene i en matrise ved & gi hoveddiagonalen indeks
0, subdiagonalen far indeks —1, superdiagonalen indeks 1 osv. Det andre inputargumentet
til spdiags er en vektor d av heltall slik at kolonne j fra matrisen i det fgrste inputar-
gumentet blir diagonal d(j) i resultatet. De to siste inputargumentene i kallet ovenfor
spesifiserer at resultatet skal veere en M x M-matrise.
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La oss se hvordan ett tidsskritt med Crank—Nicolson kan utfgres i Matlab. Anta derfor
at variabelen U0 har M +1 elementer og inneholder den numeriske lgsningen ved tid t = £,,.
Hvis for eksempel n = 0 er UO generert fra de oppgitte startverdier. Det kan veere fornuftig
4 la U0 ha dimensjon M + 2 og lagre randverdiene i hhv U0(1) og U0 (M+2)

La oss na sette n = 0, og bruke hattfunksjonen som startverdi, dvs f(z) = 1— |2z —1].
Vi setter opp UO ved

> h=1/(M+1); % definer romskrittlengde h
> X=(0:h:1); % Gitterpunktene i x-retning er en kolonnevektor
> U0 = 1-abs(2#X-1); % Definer hattfunksjonen som startverdi

Anta at disse kommandoene samt de ovenfor er utfort, slik at r,A,U0,X alle er definert.
Vi antar videre at randverdiene er go(t) = ¢1(t) = 0. Da kan vi ta et skritt med Crank-
Nicolson som fglger

> d=r/2%U0(1:end-2)+(1-r)*U0(2:end-1)+r/2*xU0(3:end) ;
> U1=[0;A\d;0]; ' Numerisk losning ved tidsskritt n+1
> plot(X,U1,’0’) % Plott resultatet

Merk at oppsettet av A gjgres en gang, den brukes i alle etterfglgende tidsskritt. Mer
optimalt hadde det veert & LU-faktorisere A forst, slik at man i etterfglgende tidsskritt kun
bruker innsettingsalgoritmen (jfr TMA4200 Numerikk og programmering).

Du kan selv lage et mer fullstendig program som utférer mange skritt med Crank-
Nicolson. Forsgk & plotte, eventuelt animere resultatet over tid, se for eksempel > help
movie. Du kan jo ogsa forsgke med stgrre verdi av M slik at du far bedre opplgsning og
mindre numerisk feil.

3.2.5 6f-metoden
Man kan uttrykke alle de tre metodene ovenfor i et felles format ved a skrive
(L—0réH)Urtt =1+ (1 —-0)rs2)Up

En har da
(E) 6=0
(BE) =1
(CN) 0=1
Lokal avbruddsfeil i §-metoden
T =(1— Hrég)u%rl —(14+(1- 9)7“(59%)?/,}1 =(1- 07“(5%)(1#1“ —uy) — rdiuﬁl.

Vi utvikler né alle uttrykk omkring (z,,, t,) og far

1 1 1 1
™= (1—9k(a§+12h28§+~-)) (kat+2k263+6k3a§> ul — k (a§+12h2a§+...>u

1 1 1 1
= (ka§+2k2a§+6k3a§—ek2af—29k3a3—ka§—mkh26§+---> up 4

_ 1 2920 Lo L1 a8 g
= (2 0) k* 0y uy, 12kh8$um+(6 29)k Oupy, + -+ .

n
m
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Vi konkluderer med at

™ = Ok?+kh?) narf#

i

™ = Ok +kh?) narf=

N — DN -

Vi forventer altsé at (CN) er mer ngyaktig enn (E) og (BE).

3.3 Semidiskretisering

3.3.1 Semidiskretisering av varmeledningsligningen

Vi ser igjen pa (S/R) problemet med varmeledningsligningen (3.1). La oss na kun trekke
opp vertikale gitterlinjer som péa figuren.

U= go U=a
</
-
1 T3 T3 TM LM+1
Linjene er parallelle med t-aksen og gar gjennom =z = z,,, m = 0,..., M + 1. Vi

betrakter differensialligningen langs en slik linje, der gjelder

ou(rm,t) = 8323u(3:m,t)
L o
Lo
o(Tm,t) = T h*0,u(Tp, t) + -+ .
Vi innfgrer na funksjoner av en variabel v,,(t), m =0,..., M + 1, som approksimasjoner
til u(zpm,t). Vi krever at
UO(t) = gO(t)>
op1(t) = g1(t),
. 1
() = —=02un(t), vm(0)=f(zm), m=1,..., M,

h?*
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dv, (t

der 0, (t) = TR For mer kompakt notasjon, la v(t) := [vy(t),...,va(t)]T. Vi far
i -2 1 vl 90(t)

’[)2 1 -2 1 V2 0
1 1
v = = h2 . + ﬁ

@Mfl 1 -2 1 UM -1 0

L f)M ] L 1 -2 ] i VM ] L gl(t) i
—_——
A b(t)

Sé& vi har et (linesert) system av ordineere differensialligninger (ODL) av typen
b= Av+b(t),  v(0)=vo=f(1),.... Faan)]’. (3.5)

Dette systemet er et spesialtilfelle av det generelle formatet for ordingere differensiallignin-
ger som man bruker standard programvare for a lgse. Det generelle formatet er

v =F(t,v), v(0)=wvy, (3.6)

der v og F(t,v) er vektorer i RM™. 3 av de enkleste metodene for & lgse (3.6) med tidsskritt
k er

(E)  Euler: Vil = v Lk F(t,, V™)
(BE) Baklengs Euler: V"' = V" 4k F(t,,., V")
(T)  Trapes: VL =V L B (F(t,, V) + Ftye1, V')

Setter man na inn den spesifikke funksjonen F'(t,v) = Av + b(t) fra (3.5), kommer man
tilbake til de tre metodene presentert tidligere. Spesielt blir (T) til (CN).

3.3.2 Semidiskretiseringsprinsippet generelt

Dette prinsippet fungerer ogsa for andre diffligninger enn varmeledningsligningen. For en
slik ligning erstatter vi alle romderiverte med differenseapproksimasjoner. Vi beholder tiden
t som kontinuerlig variabel. Resultatet er

PDL — System av ODL

En fordel med & gjore det slik er at vi kan benytte ferdig programvare for ODL, som
har avanserte rutiner for feil- og tidsskrittkontroll. Spesielt kan metoden veere interessant
dersom PDL’en har ikke-linesere ledd i seg, fordi da blir det tilhgrende ODL-systemet ogsa
ikke-linegert, og standard ODL-programvare handterer gjerne slike systemer pa en god
mate.

Et problem man ofte ser at det resulterende ODL-systemet blir stivt. For det linesere
semidiskretiserte systemet (3.5) betyr dette gjerne at egenverdiene Ai,...,Aps til A har
negativ realdel og at kvotienten

max; |[Re A\

min; |[Re \;|’
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er veldig stor. Hvis A er den tridiagonale matrisen ovenfor vil

4 ST
S h2 S111 2(M+1)7 m 9 ) Y

det vil si at alle egenverdiene er reelle. For sma verdier av x er sinxz = =z, slik at for store
M er den minste egenverdien (i absoluttverdi)

4 m2h?
’)‘1’ ~ ﬁ 92 = 772
Den stgrste egenverdien (i absoluttverdi) blir

| 4 M 4 o7 4
= ——sin" — = —sin" - = —.
MIZ T o) TR 2 T 2

Sa vi finner at o =~ # > 1 nar h er liten.
Seinere skal vi se at dette gjor at metodene (BE) og (CN) fungerer bedre enn (E).

3.3.3 Formalisering

Abstrakt kan en skrive en partiell differensialligning (evolusjonsligning) pa formen
Oyu = Lu,

der L er en differensialoperator med romderiverte. For eksempel i varmeledningsligningen
er L = 02. Generelt, i en romdimensjon, er

L= L(z,t,0,,0%,...).
Semidiskretisering leder til
L — Lh,

det vil si, Ly er en diskretisert operator som né virker pa elementene i en vektor av
funksjoner av en variabel istedetfor en pa en funksjon av to variable. Vi skriver for hver
komponent

Ou(Tm, t) = Ly u(Tm, t) + @(Tm, ),

der p(zm, t) er avbruddsfeilen i romdiskretiseringen. Vi lar na vy, (t) &~ u(zm, t) og definerer
Um(t) = Lpom(t), (ta med randkrav).

Vi kan videre se pa den avbruddsfeilen som skyldes tidsdiskretiseringen, det vil si, etter
valg av ODL-metode. Vi bruker trapes som eksempel.
La y(t) veere eksakt lgsning til

y=F(y), yeRY

En kan vise at med tidssskrittlengde k£ blir

k
y?n—H = Ym(tnt1) = Y + 9 (Fm(tm@/n) + Fm(tn—l-l’@/n—’—l)) + Vs

der )
no_ _ = 1.3,0)
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Men u(zm, t) oppfyller Oyu(zy,, t) = Lpu(xm, t)+@(Tm,t). La oss for et gyeblikk la y,, (t) =
u(xm,t) 1 generell ODL-formulering, slik at

Fm(ty y) = Lhu(xma t) + Sp(xma t)a
det vil si, et ODL-system hvis eksakte lgsning er eksakt lgsning av PDL-problemet langs
vertikale linjer (z = z,,t). Vi far da

k k
u Tt =+ 5 (Lpul, + o + Lpult™ + @) it = ot + 3 (Lpul, + Lput) + 70

der

k
T = 5P+ o) + Y
Merk at dette gjelder generelt for semidiskretiseringsprinsippet. Spesielt er resultatet i trad
med det vi har sett for de tre metodene (E), (BE) og (CN) anvendt pa varmelednings-

ligningen.

3.3.4 u; = Lu med forskjellige valg av L

Tilfelle A.
w = a() Uge + b(x) up + c(x) .

Lu

Vi kan ogsa skrive
L = ad? + b0, + c.

Krav: a,b og c er kontinuerlige i [0, 1],

a(x) >0110,1].
Romdiskretisering
Diskretisering Avbruddsfeil
Uy — g207u O(h?)
FALu O(h)
Uy  — FVau O(h)

or (u(e +h) —u(e —h)) = fudu O

Vi setter altsé

%Amu
Lyu = a%&%u—}-b %Vmu + cu.
%(ixuu
En har Lu = Lyu + ¢ der
, —%h&%u
@:—EahQ&%u—b %hﬁ%u
—éhQ 0§u

Valg av A, versus V, kalles oppstroms/nedstrgms differensiering. En av disse velges nar
b > a i sakalte konveksjonsdominerte problemer. Fortegnet til b avgjgr om en bruker A,
eller Vo,.b>0— A, b<0— V.
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Tilfelle B. Se na pa ligningen

u = (a(z) ug )z, L = 0,(ady).
Lu

L er selvadjungert. Spesielt betyr dette at hvis man bruker indreprodukt pa deriverbare
funksjoner som er 0 i endepunktene 0 og 1 definert ved

1
(u,v) = / u(x)v(x) de,
0
sa vil (Lu,v) = (u, Lv) for alle u,v. Ser man pé en analog situasjon med indreprodukt pa
Rn
() =y'a
og “bytter ut” L med en matrise, blir dette kravet

yT Az = (Az,y) = (z, Ay) = y" ATz

for alle z,y € R™, noe som impliserer at A = AT, det vil si at A er symmetrisk.
En mulig tanke er & ekspandere L ovenfor ved produktregelen for derivasjon,

/
Ut = QUgyp + @ Uy

Da har vi en ligning som i tilfelle A med b = @’ og ¢ = 0. En annen (og vanligvis bedre)
mulighet er a diskretisere direkte den opprinnelige formen, vi lar

1 1 1
am(a 8x)u(mm, t) — E 633(& E 6CEU)m = ﬁ 5x(am(Um+1/2 — Um—l/Q))

= % (amt1/2(Uns1 — Un) = am—1/2(Up — Un—1)) -
Avbruddsfeilen er O(h?).
En metode av Tikhonov og Samarski. Skriv pa bevaringsform
1) u +wy, =0, 2) w = —auy.

Vi diskretiserer 1) ved

Ogty = — Oz = _Eéxwm = _E(wm+1/2 - wm—l/Z)'
For den andre ligningen far vi u, = —w/a og
Tm+1 Tm+1 w Tm+1 dx
/ uxdx:—/ d:px—me/Q/ —.
Tom Tm a Tm a
Sett na
A 1
m Tm+1 dx ”
h o™ &

Dermed blir

1 1
Ewm+1/2 ~ —Am(Umi1 — um), Ewm—1/2 ~ = Am-1(Um — Um-1),

slik at i diskretiseringen av 1) far vi
8tum ~ Am(um—l—l - um) - Am—l(um - um—l)y
og det semidiskretiserte systemet blir

U, = Am(”m—&—l - Um) - Am—l(vm - 'Um—l)-
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3.4 Randkrav med derivert

3.4.1 Ulike typer randkrav

Vi ser pa typer av randkrav forbundet med varmeledning i 3 romdimensjoner

Figuren illusterer varmefluks ¢ gjennom flaten A
med normalvektor 77 fra side I til side II. Denne
fluksen er proporsjonal med den retningsderiver-
H te av temperaturen i retning av en normalvektor
I som peker ut av omradet. Vi skriver
//V_) ou
n

o= —Ago = —\i-Vu.

A En kan tenke seg at flaten A er en del av over-
flaten (randen) til et omradet i R3 der vi lgser
ligningen. Vi benevner omradet i rommet for {2
og kaller randen 0f2.

Fysiske situasjoner med deriverte randkrav.

1. Varmefluks gitt (spesifisert) pa 09
ou

—A— = itt.
5, — ¢ 8
2. Konveksjon

- g—:: = au — up).

der en ser bort fra grensesjikt.

3. Straling (Plancks stralingslov fra statistisk mekanikk)
ou 4

- e o(ut — ug).
Vi skal i det videre benytte modellen
% +nu=
8” 77 - g‘)

der n € R og funksjonen g er definert pa randen 0€). Vi krever n > 0, og minner om at
normalvektoren 7 har retning ut av 2. Vi betrakter na tilfellet med en romdimensjon.

t
— —
n n
% = —0u % = 0,u
—0,u + nou = g dpu+mu = g1
x
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I en romdimensjon er % = +u,, fortegnet avhenger av om normalvektoren peker mot

venstre eller hgyre. Vi kaller det tilsvarende start/randverdiproblemet for (S/RD).

Ut = Ugg,

u(z,0) = f(z),

_Ux(07 t) + 7o u(oa t) = go(t),
U:c(lvt) +m U(l,t) = gl(t)v

10,11 > 0.

NB! u(0,t) og u(1,t) er ukjente.

Semidiskretisering: Vi setter na h = 1/M og x,, = mh, 0 < m < M. Vi far tilsammen
M + 1 ukjente vy, ..., v der vy, (t) & u(zm,,t).

3.4.2 Diskretisering av randkrav

Vi skal se hvordan deriverte randkrav kan diskretiseres. En nyttig teknikk er a introdusere
“fiktive gitterlinjer”; en til venstre for venstre rand, dvs linjen x = —h, t > 0, og en til
hgyre for den hgyre randen, nemlig linjen x =1+ h, t > 0.

Venstre rand. Vi gnsker & benytte en formel med avbruddsfeil O(h?) og forsgker med
sentraldifferens, som vil involvere lgsningen pa den fiktive gitterlinja utenfor omradet vi
lgser ligningen pa.

—0,u(0,t) +nou(0,t) = go(t),
!
Ul —uU-

a1 — 0
oh + 1Mo up = go + o,

hvor

1
bo=—5 h? O3ug + - - - = avbruddsfeil.

Her er altsé u_1 = u(z_1,t) = u(—h,t) utenfor omradet hvor u(x,t) spkes. Dette kan virke
litt tvilsomt, men seinere skal vi se at stgrrelsen u_1 elimineres bort

Hgyre rand. Tilsvarende far vi

0:u(0,t) +mu(l,t) = g1(1),
1

UM41 — UM—1
———— tmum =g+ b,

2h
hvor

1
01:6h28§’uM+---.
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Semidiskretiseringen blir altsa

31

O, = 3 5§um, 0<m< M,
_n—va — (3.7)
o, oY = go,
UM+1 — UM-1 _
5 +mom = g1,
det vil si M + 3 ligninger for de M + 3 ukjente v_1,vg,...,vpr, Var41. Vi eliminerer umid-
delbart bort v_1 og vpr41. Fra de to siste ligningene i (3.7) lgser vi ut
v—1 = v1—2hnovo+ 2hgo,
VM4+1 = Vm—1 — 2hmuon + 2hg.
Dette settes inn i den forste ligningen i(3.7) form=0, m=M
o = = 820 = 2
vy = ﬁﬂc hZ(v 1—2vg+v1)
1 2
= ﬁ(—2(h770+1)vo+2111) + 5 90,
AU DS
UM = ﬁ UM = 55 (Vp—1 — 2vn + Vpr41)
1 2
= ﬁ (QUM_l — 2(h7’]1 + l)UM) + Egl.
Vi kan skrive opp dette systemet med matrise-vektor notasjon. Na er v(t) = [vo(t), ..., v (£)]7,
og Vi setter
. 1 2
der ) ) -
“o(hmy+1) 2 %
1 -2 1 0
Q= : d= (3.9)
1 -2 1 0
i 2 —2(h771 -+ 1) i | 91 |

Vi merker oss forst at denne matrisen ikke er symmetrisk, men den er simileer med en
bymmetnbk matrise. Med diagonalmatrisen D = diag(v/2, 1.1 V/2) finner vi at Q =
D~'QD er symmetrisk. Derfor har den reelle egenverdier. Q er dessuten negativ definitt?.
Som eksempel pa et fulldiskretisert system kan vi bruke trapesmetoden i tid, og far da

Crank-Nicolson. La U™ = (U, ..., Uy)T.

k 1 2 1 2
n+l _ v n “ mn n+1 < m+1
Ut =y (hQQU +od" s QUM o d )

eller

k
h(dn + dn—i—l)'

en matrise A er negativ definitt hvis og bare hvis (—A) er positiv definitt

(I - *Q) Ut =1+ Q)U”

2
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Alternativ diskretisering av randkrav. En kan unnga fiktiv gitterlinje, og bruke
lavere ordens approksimasjon, dermed mindre ngyaktig diskretisering

—0zuo + 1o uo = go,
!

Ul — Ug ~
B + 1o wo = go + bo,
der éo = %h&%uo + - - .. Tilsvarende brukes bakoverdifferens for hgyre rand.
UM — UM — ~
Opup +muy =g1 — T1+771UM291+91-

3.5 Ikke-linesere parabolske differensialligninger

Generelt kunne man se pa ligninger av formen

0
ue = f(,t,u, Uy, Ugy), / >0, + startkrav & randkrav.
gy
Vi semidiskretiserer ligningen ved & introdusere x,, = mh og vy, (t) ~ u(zm,t), h =

1/(M + 1).

. 1 1
Um = [ <xm:t77’ma %(”mﬂ — Um—1), h25§’0m> .

Hvis vi ogsa inkluderer randkravene, far vi et system av ordineere differensialligninger
(ODL). Sett v = [vy,v2,...,vm]|" og F = [F1, Fy,..., Fy)T der

1 1
Fm = f <.’L’m,t, Umy ﬁ(vm+1 — 'Um_l), h25gvm> .

Vi har altsa funnet et ikke-linesert system av ODL
v = F(t,v),

som kan lgses med passende ODL-lgsere (f. eks. i Matlab).

Burgers’ ligning.
Ut = € Ugg — Uly

En kan semidiskretisere ved & sette

€ 1
Fy = ﬁ (Um—l—l — 22Uy, + Um—l) — Um ﬁ (Um—i-l - Um—l)-

Her kan man for eksempel bruke en Runge-Kutta metode pa © = F(v), se for eksempel >
help ode45 i Matlab. Merk ellers at Burgers’ ligning kan skrives pé formen

1
ou=¢ &%u — §8xu2,
som kan diskretiseres direkte med sentraldifferens, og en far

€
F, = 73 (Vmt1 = 20m 4+ Vm—1) — — (Vpp1 — Upp_1)-
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Spesiell ligningstype. Noen ganger framkommer ikke-linesere partielle differensiallig-
ninger pa formen
b(u)up = (a(u) ug)y, blu) >0, a(u)>0.

Man kan her bruke teknikken ovenfor péa problemet

_ Mu a(u) o
) T )

Men en bedre mate er a la

((a(u) uz),),, — %(6,;(@ 020))m = %(am+l/2(vm+1 - Um) — am+1/2(’Um — Um—1))
der
amx1/2 = A(Vpt1/2) = a(v(Tm £ h/2)),

dette er en stgrrelse som ikke er med i gitteret. Men vi kan benytte at

1
Umt1/2 = §(um + Umz1) + O(h?),

sa en slik approksimasjon har avbruddsfeil av samme orden som vi allerede har fra diskre-
tiseringen av de deriverte. Vi definerer videre

Um + Um+1
Umt1/2 = @ f .

Semidiskretiseringen blir na

. 1 .
b(vp) O = e (mt1/2(Ums1 = Vm) — Qp_1/2(Vm — V1)), avbruddsfeil: O(h?).

Crank—Nicolson pa ikke-linesert parabolsk problem.

k
U77711+1 = U:?lz + 5 (Fm(Un) + Fm(Un+1)) )

der
1
Fp(U™) = W(amH/QAzU,Z — 12V Up).
Dette betyr at vi mé Igse en ikke-linezer ligning for & fa ut U™!. Om vi insisterer pa & ha
samme ngyaktighet som Crank—Nicolson, men vil unnga a lgse ikke-linezert system i hvert
tidsskritt, kan vi forsgke med en 3-niva formel. Vi bruker sentraldifferens i tid, og far

n+1 n—1
Um — Um

:Fm n’
2k (")

eller
Urtt = Uit 4 2k F, (U™).

NB! Denne formelen er alltid ustabil for den aktuelle ligningen.
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Modifikasjon. I den ustabile formelen inngar

Fm(U ) = m ﬁ (Oém+1/2AxUm — am,l/gvam) .

Erstatt

1
AU — g(Afoffl + AU + AU,

1
v.ur — g(va;};l + VU 4+ V, UM,

Resultatet blir formelen

2 1
Untt = Unt o+ 5 gy (miae(AeUn™ 4+ AaUn + AU

— 12 (VU 4+ VU + V,URTY),

som opprinnelig ble foreslatt av Lees. Figuren til venstre vi-
ser formelens beregningsmolekyl. Formelen er lineert impli-
sitt, det vil si at man Igser et linesert ligningssystem i hvert
PN PN ) skritt. Som med linezere flerskrittsmetoder for ODL, trenger
man ogsa her en startmetode for & komme igang, man ma
beregne U' med en annen metode, som helst bgr ha samme

Py P ® trenger man generelt i p-nivaformler nar p > 2.

ordens avbruddsfeil som hovedmetoden. Slike startmetoder



Kapittel 4

Stabilitet, konsistens og konvergens

Vi skal na analysere den numeriske lgsningen av en partiell differensialligning. Noe av denne
teorien er gyldig generelt for PDL, men eksempler blir naturlig nok varmeledningsligningen
og de metoder vi har introdusert for denne.

4.1 Egenskaper ved det kontinuerlige problemet

Nar man skal approksimere lgsningen av en partiell differensialligning er det vesentlig at
differensialligningen selv har en veldefinert lgsning. Et velformet PDL-problem oppfyller
fglgende tre kriterier

1. Det eksisterer en lgsning
2. Lgsningen er entydig

3. Ldsningen avhenger kontinuerlig av problemets data

Eksempel. Vi tar igjen (S/R) problemet for varmeledningsligningen som eksempel

U = Uy, O0<zx <1, t>0,
u($70) f(iL’), 0<z< la
u(0,t) = go(t), t>0,

W) = qilt), t>0.

Data er her funksjonene f, go og ¢1.

Anta at f, go og g1 er kontinuerlige og at f(0) = ¢o(0), f(1) = ¢1(0). Da har (S/R)
problemet for varmeledningsligningen en entydig lgsning u(x,t) som er kontinuerlig for
0<z<1, t>0 ogsom oppfyller et maksimumsprinsipp

Dl < 4.1
Orggglluw, )!_maX{Orgggllf(w)!, rgg}lgo(S)!, rgg}lgl(S)!} (4.1)

Mer generelle og avanserte resultater av denne typen finnes i litteraturen. Vi skal ikke
bevise dette resultatet heller, men papeker kun hvordan maksimumsprinsippet (4.1) enkelt
impliserer egenskapene (2) og (3) ovenfor. La u; og uz veere lgsninger med data

FO, g8 g0 =1 2,

35
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Sett
1 2 1 2
w=uD —u®, g= O @ =gl g = g ),
Vi har w; = ugl) — u§2) = uﬁz) — u&%} = Wy, S& w er en lgsning av varmeledningsligningen
med data

’IU(J},O) = ¢($), w(07t) :WO(t% w(lvt) :'71(t)7
og fra (4.1) finner vi at
g (e 0] < mox { s 00, maxho(s)l maxpn()}. (@2

Sé entydigheten (2) folger na, fordi to lgsninger med like data vil ha ¢, 9,1 identisk null,
og dermed blir w(x,t) ogsa identisk null. Men ogsé egenskap (3) folger av (4.2). Egenskap
(3) ovenfor refereres ofte til som stabilitet av differensialligningen. Kan vi overfore dette
begrepet til numerisk lgsning?

4.2 Konvergens av numerisk metode

La u veere lpsning av et PDL-problem (f.eks. (S/R) som ovenfor) pa rektanglet
Qr =1[0,1] x [0, 7] ={(z,t) : 0<ax <1, 0<t<T}.
Innfer et gitter

G:{($matn)7 0<m< M, OSR<N},
der

La U veere definert pa gitteret slik at U}, ~ u(zm, t,). Diskretiseringsfeilen defineres som

n _ ., n n n o __
ey, = Uy, — Uy, Uy, = (T, ).

Visier at U — uw i Q7 nar h — 0, k — 0 hvis

max max |ey,| — 0, h—0, k— 0.
0<n<T/k 0<m<l/h

Mer generelt. Sett

Ut =[Uy,...,Uy", u = [ud,...,u}y)", e =lef,...,e4T, vektorer i RMTL.
Vi velger na en vektornorm || - || definert pa RM*1! for alle M > 0, og sier at U — u i Qp
hvis
max |le"|| =0 nark— 0, h — 0.
0<n<T/k
Eksempler pa normer er
e loo = max|er |,
og en skalert variant av den vanlige || - [|[2-normen

M 1/2 .
e ll2.n = (h > le%\2> = Wllenllz-
m=0
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Merknader.

1. Dette med normer er litt tricky her. Vi vet at alle normer pa et endeligdimensjonalt
rom er ekvivalente , noe som igjen innebaerer at konvergens i en norm er ekvivalent
med konvergens i en annen norm. Men her mé vi ta hensyn til at dimensjonen til
dette rommet gar mot uendelig nar A — 0. En har for eksempel sammenhengen

2,0 < [[#][oo < VM ||z[l2p-

|

For eksempel vektoren med 1 i fgrste element og 0 i resten vil konvergere mot 0 i
|| - ll2,, men ikke i || - ||oc nér h — 0 (og dermed M — o0).

2. Den skalerte normen ovenfor, || - |2, kan en tenke seg approksimerer Lo-normen til
en underliggende kontinuerlig funksjon

1/2

M 1 1/2
1 ll2,n = (h > |€%|2> (/ If(fb‘)\de> = 1l
m=0 0

der f,, = f(mh).

4.3 Avhengighetsomrade for en numerisk metode

Avhengighetsomradet til Eulers metode. Ser vi pa beregningsmolekylet for Eulers
metode presentert tidligere, ser vi at approksimasjonen U} i punktet (x,, t,) avhenger av
UZ:ll, Ur=tog U;Zrll Hver av disse avhenger av 3 gitterpunkter pé foregaende tidsniva osv.
Fortsetter en slik nedover, finner en at U avhenger indirekte av punktene UY,_..... ., U2
hvis man lgser et rent startverdiproblem (eller hvis 0 < m —n, m+n < M). Avhengighets-
omréadet er i dette tilfellet trekanten med hjorner i UD, . US . U". Generelt inkluderer
avhengighetsomradet til Uy, alle U} verdier som har veert involvert i beregningen av Uy,.

n
Un

m,n + 1 /i\
FANVANVAN
< ® ° [ ° ° °
m—1,n mn m+1n /¢\/¢\/¢\/¢\/¢\

I (S/R) problemet vil man etterhvert fa et avhengighetsomrade som pa figuren nedenfor.
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Vinkelen A

" (m,n)
karakteriserer dette omradet for Eulers metode. ¢
Det viser seg at den eksakte lgsningen u(x,, ty,)
avhenger av hele rektangelet med hjgrner i
(0,0),(0,ty),(1,t,),(1,0). Hvis vi lar r = %
veere konstant nar h — 0 vil

k
= t —
¢ = arctan W

k
¢ = arctan 7= arctanrh — 0,

slik at i grensen vil vi gjenvinne hele avhengig- |

hetsomradet for den eksakte lgsningen.

4.4 Konvergensbevis for Eulers metode pa (S/R) med r

IA
DN |—

Vi ser altsa pa problemet (3.1) og minner om Eulers metode
(4.3) urtl = un 4820, 1<m< M,n>0,
Uy = 90, Uy =91, n>0,
U = fm, 0<m< M+ 1.
For den eksakte lgsningen gjelder
ult =l 4 Sl 4T (4.4)
Vi definerer na e}}, = uyy, — U}, og trekker (4.3) fra (4.4). Vi far
et =l p e 7 n>0,1<m< M. (4.5)
Dessuten er 621 =0og ey =€y =0. Vivet at for Eulers metode gjelder

no_ 1

1
n o _ *k‘262
T, t Uy, 12

n=3 kh* okl 4 -,

sa det virker rimelig, under visse antagelser om den eksakte lgsningens glatthet, & anta at
det fins en konstant A slik at

|77 < A(k® + kh?), for alle m,n.
Vi skriver ut (4.5) og far
ertl =rel 4+ (1—2r)el, +rel g +Tm.

Nar vi etterpa tar absoluttverdier, skal vi gjgre nytte av antagelsen om at 0 < r < % for
dette innebeerer at bade r og 1 — 2r er ikke-negative. Vi finner derfor

et rlepoal + (1= 2r) [ep| + 7 lep | + A (K + kh?)

<
< max le|(r 4+ (1 —2r) 4+ 1) + A (K* + kh?)

max lef| + A (K + kh?).
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Setter vi na E™ = maxy |e}}| finner vi
E"N < EM + A(K? + kR?),
og siden E° =0 er
E"<nkA(k+h?) =t, A(k+h?) <TA(k+h?),

det vil si
max ef| < T A(k+h?) forallen <T/k.

Vi konkluderer med at Eulers metode er konvergent, dvs U — w nar h — 0 og k — 0 for
konstant r < %

4.5 Stabilitet pa ubegrenset tidsintervall (F-stabilitet)

La oss formulere §-metoden (som inkluderer (E), (BE) (CN)) pa matriseform. Vi har
altsa

(L=0rs)UST = (14 (1 -0)ré2)Up.

m

La S vaere matrisen

L, -
1 -2 1
S = (4.6)
1 -2 1
L 1 —2 .
Definerer vi vektoren U™ = [UZ,...,UR]T for n = 0,1,... kan vi skrive #-metoden pa

vektorform ved

(I—0rSY U™ =T+ 1 —-0)rS)U"+d"1

hvor
" =[0rg™ +(1—0)rgy, 0, ..., 0, 0rghtt + (1 —0)rgMT.

Typisk kan differensemetoder skrives som
AU = BU™ + ™. (4.7)

A og B vil avhenge av h og k ved at elementene er funksjoner av h og k, men ogsa ved at
matrisenes dimensjon typisk er M x M der M =1/h (evt M =1/h —1ell.)

A og B kan avhenge av n, men vi antar i denne fremstillingen at de ikke gjor det.

En metode kalles for en enskrittsmetode (ODL-terminologi) eller alternativt en tonivd-
metode (PDL-terminologi) hvis den kan skrives pa formen

untt = cum + ¢ (4.8)

Hvis A i (4.7) er invertibel, kan vi sette C' = A™1B og ¢" = A~1d".
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Definisjon av F-stabilitet. (stabilitet pa (0, 00))
For en vilkarlig vektor w®, beregn folgen w" ! = Cw™, n =0,1,.... Velg en vektornorm
| - |]. Visier at (4.8) er F-stabil hvis det fins en konstant L uavhengig av n slik at

|w™|| < L|lw®| for enhver w°.

Merk at stabilitetsbegrepet ikke har noe med lgsningen av en differensialligning & gjgre,
det er kun en egenskap ved differenseformlen.

Kriterium for F-stabilitet.

p(C) <1 = F-stabilitet = p(C) < 1.

Bevis. Anta at p(C) > 1, da fins en egenverdi A med tilhgrende egenvektor z slik at!
|\ > 1. Setter vi w® = x far vi

wh =0 = \0® = W] = A" Y,

sa det fins ingen L slik at |A|" < L for alle n. Vi konkluderer med at F-stabilitet = p(C) <
1.

Fra resultat i kapittel 2.1.7 om konvergente matriser konkluderer vi med at p(C) <
1 = C™ — 0 nar n — oo. Dette innebeaerer at det fins N, Ly slik at |C"|| < Lo, n > N
for den tilordnede matrisenormen. Vi kan sette L = max{Lo, |C°||,...,[|CY||} og far

lw™ | = ™| < IC || [w’]] < L[]

Merknad. I denne diskusjonen holdes bade h og k fast, og stabilitet undersgkes néar
n — oo, det vil si ogsa t,, — oco. Vi kommer tilbake til situasjonen der h og k gar mot null,
mens vi har en fast gvre grense T slik at ¢, = nk < T dvs vilar 0 < n < T/k.

Eksempel. Euler anvendt pa (S/R). Herer A=1og B =I1+rSslikat C =B =I1+rS
og S er definert i (4.6). Egenverdiene til C' er gitt som

>\j =1 +r 04,
der o; er egenverdiene til S. Disse er reelle og finnes fra gving 1,

Jm . 2 Jjm .
. :2 — = —4 — == 1 e M.
7 (COS M+1 > oyt T

'Det oppstar en teknikalitet nar en har komplekse egenverdier og egenvektorer, hvis resultatet skal holde
kun for reelle w®. Men hvis sterste egenverdi er kompleks og C reell, vil ogsa A veere en egenverdi med
egenvektor Z. Beviset kan enkelt modifiseres ved & bruke begge disse.
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Vi antar r = k/h? > 0 og ser da at Aj <1 for alle j. Men vi ma ogsa forlange at A\; > —1.

. g )
-1 < 1-4 2_J° =1,2,....M
= T s 2(M—|—1)’ J 5 4y s
(3
1 )
T S ﬁ, j:1,2,...,M.
2sin 2(M+1)

Minimum av denne skranken for r inntreffer nar j = M, en har sin? Miﬂg = cos? %ﬂ <1

slik at en far faktisk p(C') < 1 hvis r < 1.

N |

Eulers metode er F-stabil for r = % <

4.6 Stabilitet pa [0,7] nar h — 0, k — 0

N4 endrer vi utgangspunktet, og ser pa stabilitet av metoder som approksimerer PDL-en
pé et rektangel [0, 1] x [0, T']. Fremdeles ser vi pa prosessen nar n — oo, men né skjer dette
ved at k£ — 0 samtidig, slik at vi alltid har en gvre grense T' = nk. Vi antar dessuten at
h — 0 samtidig, slik at matrisedimensjonene gker i prosessen.

Vi bruker kun navnet stabilitet om dette tilfellet. Vi ser igjen pa en beregningsprosess
av typen (4.8).

Stabilitetsdefinisjon. Vi sier at (4.8) er stabil hvis og bare hvis det fins en konstant

L uavhengig av h og k slik at folgen w™t! = Cw™ oppfyller
n 0 T 0
||lw"|| < L|w”|| for alle n < 8 startvektorer w", (4.9)
der || - || er en vektornorm.

Ekvivalent definisjon. Skjemaet definert ved (4.8) er stabilt hvis og bare hvis det fins
en konstant L uavhengig av h og k slik at

=N

|C"|| < L foralle n < (4.10)

der matrisenormen er tilordnet vektornormen ovenfor.

Eksempel. Hvis en bruker normen

|w]|co = max |wy,| i(4.9),
m
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bruker man

= i(4.10).
Il = mpx 3 |Conl 3 (4:10)

Beuvis av ekvivalens av (4.9) og (4.10). Anta forst at (4.9) holder. La h, k og n veere vilkarlig.
Fordi matrisenormen i (4.10) er tilordnet, kan vi finne w? slik at ||C"w?|| = ||C™|| ||w?].
Dermed blir

IC™ | 1wl = [C™®l = "]l < L[’ = [C"| <L
Anta deretter at (4.10) holder, og la w®, h, k og n veere vilkarlige.
lw" | = IC"°| < JIC™ | I’ < L u°||. O

Om ikke annet spesifiseres i det videre, skal vi anta at matrisenormen det refereres til
er den som er tilordnet vektornormen brukt i (4.9).

Tilstrekkelig betingelse for stabilitet. Hvis det fins en p > 0 uavhengig av h og k
slik at
IC <1+ pk,

sa er (4.8) stabil.

Beuwis.
T
IC™| < [CI" < (1 + pk)™ < (14 pk)T/* = ((1 +u/<;)1/<uk>)” < o7,

Vi minner om at fglgen x, = (1 + 1/n)™ er monotont voksende og konvergerer mot e =
2.717--- nar n — oo. slik at vi kan bruke L = e#T i (4.9).

Ngdvendig betingelse for stabilitet. Hvis (4.8) er stabil, fins ¥ > 0 uavhengig av
h og k slik at
p(C)<1+vk, (4.11)

der p(C) er spektralradien til C.

Beuvis. Siden vi antar at (4.8) er stabil, fins en konstant L slik at ||C"|| < L for n < T/k.
Videre har vi fra (2.3) at

p(C)" = p(C™) < [|C™].
Dermed far vi p(C) < LY™, n < T/k, og spesielt for n = T'/k gjelder

p(C) < LH/T = kW L/T,

Vi rekkeutvikler na denne skranken og far

k
p(C) <1+ TlnLekan/T, der 0 <0 < 1.

Vi bruker videre at e® er en monotont voksende funksjon og at 8§ < 1 og k < T, dermed
blir . "
p(C) <1+ flnLelnL =1+ lenL,
LinL

slik at (4.11) holder med v = T O
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Merknad. Betingelsen p(C) < 1 + vk er generelt ikke tilstrekkelig for stabilitet. Et
(kunstig) moteksempel far vi ved & la C = C(h) = [ + F € R™*M og M = 1/h. Her
har C' 11 element (,4) og (i,i — 1) og 0 ellers (som en Jordanblokk). Det er for eksempel
ganske enkelt & vise at ||C"||c = 2" nar 0 < n < M — 1. Dette i seg selv er nok til &
fastsla at (4.8) med dette valget av C' ikke kan vaere stabil. Men siden C' er trianguleer fins
egenverdiene pa diagonalen, sa p(C) = 1.

Merk ogsa at stabilitet er normavhengig, det er mulig at et skjema kan veere stabilt i
en norm, men ikke i en annen.

En fallgrube. Folgende argument er fristende, men galt. Anta at den tilordnede ma-
trisenormen er slik at for diagonalmatriser er p(D) = ||D|| (som gjelder for de vanligste
normene). Anta ogsa at C' er diagonaliserbar, C' = PAP~!.

1™ IPA"PH < | PIA™M P~ = 1P~ o(C)"

IN

IPIHIP=H (1 + vk)™ < PP,

sa vi har tilsynelatende funnet en skranke for ||C"||. Problemet ligger i at P kan avhenge
av h, k pa en slik mate at || P|| (||[P7Y|]) — oo nar h,k — 0.

Viktig spesialtilfelle. Hvis C' er symmetrisk er betingelsen p(C') < 1 + v k bade ngd-
vendig og tilstrekkelig for stabilitet nar vi benytter | - [|2,5. For symmetriske matriser er
nemlig [|Cll2,, = p(C).

Stabilitet av f-metoden pa (S/R). Vi minner om skjemaet
(I—0rSYU"™ =1+ 1-0)rS)U"+d",

slik at
C = (1—97“5’)_1([—1— (1-6)rS).

Her er 7 = k/h?, og S er den symmetriske matrisen definert ved (4.6). En har dermed
diagonaliseringen S = PAPT der PTP = I. Vi far videre

I—0rS = P(I—-0rAPT,
(I+(1—-6)rS) = PUI+(1—-6)rAPT.
Setter vi dette inn i uttrykket for C' far vi

C=PI—-0rAN)'I+(1-60)rA P =prPAPT.
A

Na er A en diagonalmatrise med reelle diagonalelementer

1+ (1 =-0)rAn
Am = 1—-0r\,

Fra diagonaliseringen er det apenbart at C' ogsa er symmetrisk, sa det holder & kreve at
p(C) <1+ vk for en eller annen v > 0. Fra for vet vi at
mm

Am:—4sin2¢)m, gbm:m, m:1,...,M,
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og dermed

 1—4(1—0)rsin® ¢,

 1+440rsin®é,

Vi antar at 0 < 6 < 1, slik at uttrykket i telleren er < 1, mens nevneren er > 1. Dermed
blir A,, < 1 for alle m. Vi forsgker & kreve A,, > —1, setter inn uttrykket for A,, ovenfor
i ulikheten, og multipliserer hver side med nevneren (som garantert er positiv)

Ap,

1 —4(1 —0)rsin? ¢, —1 —407sin? ¢y,

>
4
2(1—-20)rsin?¢,, < 1.

Hvis % < 0 < 1 er venstresiden < 0, sa ulikheten er oppfylt uansett verdi av » > 0. Men
hvis 0 < 6 < % ma vi kreve

1

r < —5 , m=1..., M.
27 (1 —260)sin” ¢,
Hgyresiden er minst nar m = M, det vil si ¢, = % =5 - }"2—” En har
sin? [ £ — hm = cos? h—ﬂ,
2 2 2
sé kravet ma bli )

= 2(1 — 20) cos?(hm/2)

For smé verdier av h er cos?(hm/2) ~ 1 og en far et tilstrekkelig krav ved & erstatte den
med 1. Oppsummert har vi

Stabilitetskriterium for f-metoden anvendt pa (S/R).

< L tabil hvi <r<-——
0_19<2 = Stabil hvis 0_7‘_2(1_20),

$<0<1 = Stabilforalle r>0.

Stabilitet av f-metode pa (S/RD). Om vi anvender f-metoden pa det semidiskreti-
serte systemet (3.8) far vi et system som kan skrives pa formen (4.8) med

C=I-0rQ) *I+(1-60)rQ),

der @ er gitt av (3.9). Siden @ er usymmetrisk vil ogsa C' vaere usymmetrisk, og en kan
ikke uten videre benytte kravet p(C') < 1 + v k. Men det viser seg at det gar bra i dette
tilfellet. Vi har sett at ved & innfgre matrisen D = diag(v/2,1,...,1,1/2) finner man at
Q = D' Q D er symmetrisk. Dette innebaerer at ogsié C = D~1CD blir symmetrisk. Vi
finner at

lc™F < IDIHIDTHHIC™ )
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For de vanligste normene gjelder at ||D|| = v/2 og ||[D~!|| = 1. Siden C' er symmetrisk har
vi derfor stabilitet hvis p(C’) < 1. Men C og C er similere, si de har samme egenverdier.
Stabilitet oppnas derfor for (S/RD) hvis p(C) < 1.

Matrisen C' har egenverdier

1+(1—-0)rAy,
1—-0r\,

A = , (4.12)
der A\, er egenverdiene til (). Vi kan ikke finne noen formel for egenverdiene til (), men vi
vet at egenverdiene er reelle siden @) er symmetrisk. Vi kan bruke Gershgorins teorem for
a finne et tilstrekkelig kriterium for stabilitet.

Gershgorinsirklene for alle rader unntatt fors-
te og siste er identiske, det er sirkelen lengst
til hgyre pa figuren. Den forste og siste sirke-
len er tegnet som de to lengst til venstre. Dis-
se er sentrert i punktene —2(1+mn; h), i = 0,1
og deres venstre skjeeringspunkt med den re-
elle aksen er —4 — 2n; h, © = 0, 1. Egenverdi-
ene til Q ligger altsd péa den reelle aksen og
Rez —4 —2nh < X <0 der n = max{ny,n }. Fra
(4.12) folger na umiddelbart at A,, < 1 for
0 <0 <1. Kravet A,,, > —1 gir videre

rAm (20 —1) <2,

1

5, uansett r > 0. La

) som er oppfylt for § >
0 < 3.

Om en skulle hatt \;, = 0 sa holder ulikheten ubetinget. For \,, < 0 dividerer vi med den

positive stgrrelsen — A, (1 — 260) pa hver side. Den kritiske verdien oppstar for egenverdien

lengst til venstre, sa vi setter inn grensen A,, > —4 — 2n h. Til slutt far vi

Stabilitetskriterium for #-metoden anvendt pa (S/RD).

0§9<% = Stabil hvis 0<r < oo
2(1-20)(1+ %)

<f<1 = Stabil for alle » > 0.

B

der 1 = max{no, m }.

4.7 Stabilitet og avrundingsfeil

I numeriske beregninger pa datamaskin er det alltid avrundingsfeil fordi maskinen kun
regner med et endelig antall siffer. Nar vi forsgker & beregne U™t fra (4.8), er det derfor
en annen stgrrelse vi egentlig finner, definert ved

Ut =CU™ + ¢" + s™
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Vektoren s inneholder avrundingsfeilen som har oppstatt i skritt nr n. Om vi definerer
feilen som skyldes avrundingsfeil ved R" = U™ — U™ far vi

R =CR"+ 5™
Denne lgses, og vi far
R'=C"RO+C" st 4 4 O 245"
Anta R = 0. Da blir
IR < 1C™ 8] -~ IO 8™ 2+ lls" -

Videre skal vi anta at vi har en skranke o slik at ||s|| < o for alle £. Hvis (4.8) er stabil
far vi dermed

n—2
IR"| <o+ Lo=(1+(n-2)L)o,
j=1

sé& stabilitet sikrer at avrundingsfeilen vokser hgyst linesert med n.

4.8 Konsistens og Lax’ ekvivalensteorem

Vi minner om (4.7)

AU = BU™ + ¢, (4.13)

som angir generell form av differenseskjemaer anvendt pa en lineser PDL. Om vi set-

ter inn eksakt lgsning av PDL’en i formelen, far vi fram lokal avbruddsfeil, vi lar 7" =

(77, ..., 72]T, og har pr definisjon

Au™t = By + ¢ + "

Konsistens. Differenseskjemaet (4.13) sies & veere konsistent (med differensiallignin-
gen) hvis

T, — 0, for alle m,n nar h — 0, k — 0.

=

Merknad. Litteraturen er inkonsistent i definisjonen av lokal avbruddsfeil, og dette pa-
virker ogsa definisjonen av konsistens. Man lar alternativt avbruddsfeilen veere definert
som 77, = 177 slik at kravet til konsistens blir 772 — 0 (dette er slik vi gjorde det for ODL

i TMA4215). Det er altsa ikke nok & kun kreve at 7% < 0.

Lax’ ekvivalensteorem. En konsistent differensmetode er konvergent hvis og bare
hvis den er stabil.

Beviset av Lax’ ekvivalensteorem ligger utenfor rammene i dette kurset.
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4.9 von Neumanns stabilitetskriterium

Vi ser né igjen pa varmeledningsligningen, men vi bruker en annen type randkrav enn for,
nemlig periodiske

U = Uyy, —00<x<00,t>0,
u(,0) = f@), —so<z<o,

flz+27) = f(x), zeR,

u(z +2m,t) = wu(x,t), zeR.

) L) L |

X

En kan utvikle funksjonen f(z) i en Fourierrekke
s . 1 27 .
Z AgelPr Ag = 2/ f(x) e P dg.
T Jo
[B=—o00
Ved separasjon av variable, finner en lgsninger av formen
ug(z,t) = e_ﬁztei’gz, 8 e Z.
og bruk av initialfunksjonen f(x) gir

[e.e]
u(x,t) = Z Aﬂe_’gztew"’”.

f=—00

La oss na se pa en analog analyse for numerisk lgsning, vi bruker fgrst Eulers metode.

27
n+1 — 1 2 n —
manv = Uy forallem e Z,

U = f(xy) forallem € Z.
En kunne né forsgke & skrive
m .
D Aggrelim, (4.14)
B=—00

denne formelen stemmer for U2 . Vi sjekker na om det er mulig & velge ¢ slik at den ogsi
er riktig for n > 0. Det holder & sjekke ett generelt ledd i rekka (om gangen), s& vi setter
inn

no_ gn eiﬁxm.
Innsatt i Eulers metode gir dette

€n+1 eiﬂxm — gn eiﬁxm +r (gn eiﬁmm_l -9 gn eiﬂzm + fn eiﬁxm+1)'
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Vi kan forutsette £ # 0 og bruke at x,, = mh, dermed kan vi dividere hver side med
£ elfrm og vi far

. . h
E=1+7r(e P 24 My =142 (cosBh—1)=1—4r sinQ%.

Vi kan sette £ = &g fra dette uttrykket inn i summen (4.14) og vi finner da at

Uy = Z Agﬁgeiﬁxm, € =14 2r(cosph —1),

B=—00

er eksakt lgsning av differensligningen. {g tilsvarer faktoren e Ph g uttrykket for den
eksakte lgsningen. Vi bgr derfor kreve at |{3| < 1 for alle § for at den numeriske lgsningen
skal vaere stabil. I dette spesielle tilfellet er {g reell, og vi ser umiddelbart at {g < 1 for
alle 3. Nar vi krever {3 > —1 far vi som krav

1
r< ———, for alle 3,
2 sin? %h

s& vi ma igjen kreve r <

N[

Generelt. Ser pa 2-nivas differensformel skrevet pa formen

T

Z apUTZE? = Z bpUp -

p=-—r p=—s

Sgker en lgsning av formen
U??’L _ gn eiﬂxm7

som innsatt i formelen gir
T S
n+1 iB8xm iBph __ ¢n iBxm iBph
¢ elf Zapeﬁp =¢ elf preﬁp,
p=-—r p=-—s
og dermed
.
iBph
> ape
€ ==~

= ZS: " :

p=—s

Von Neumanns stabilitetskriterium. Det fins en konstant p > 0 slik at

€] <14 pk.
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Eksempel. La oss na bruke differensialligningen
Up = Ugy — A\Ug.

Vi bruker Eulers metode og sentraldifferens ogsa pa u,
n+1 n k 21 k n n
Um = Um+ﬁ62Um_)‘ﬁ( m+1_Um71)'

: k k
Sett U = & elP?m og merk at = — impliserer at — = irh.

h? 2h
5 = 147 (e—iﬁh —24 eiﬁh) o %(eiﬁh _ e—iﬂh)

h
= 1—4r sin2% — i Arh sinBh
Vi beregner |¢|2 = (Re¢)? + (Im€)?,
2 .o Bh ? 2 .2 - 22
€] =(1—4r sin - + A rksin® Gh, siden r“ h* =rk.
Hvis man skal ha || < 14 pk ma man ngdvendigvis ha
h
‘1 —A4r sinzi' <1+pk,

og fra Euler pa u; = uy, vet vi allerede at dette impliserer r < % Men hvis r < % finner vi

2 1

og en finner da ved middelverdisetningen at von Neumanns stabilitetskriterium holder med
u:i)ﬁ nérrgé.

Sammenheng mellom von Neumann og tidligere definisjon av stabilitet. Anta

1. Differensialligning med konstante koeffisienter og én avhengig variabel (bare én
u-komponent)

2. Rent startverdiproblem
3. 2-niva differenseformel

Da er von Neumann ngdvendig og tilstrekkelig for stabilitet.

Likevel brukes von Neumanns stabilitetskriterium som en indikasjon pé stabilitet eller
instabilitet i langt mer generelle tilfeller.
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Eksempel.
u = a(T,u) Ugg, (+randkrav & startkrav).

Euler
urtt = Ut 4 ra(x, UR) 6207,

m*

Med a konstant har von Neumann kriteriet formen
h
€| =11 —4ar sin? % =1+ 0(k).

La oss for eksempel anta at en kan finne en skranke for a slik at 1 < a(z,u) < 2 for alle
x,u av interesse. Da kunne man forlange
1 1

r < = -
~ 2maxa 4’

uten at vi med dette har gjort noen matematisk holdbar analyse.



Kapittel 5
Elliptiske differensialligninger

5.1 Elliptisk ligning i planet
Vi skal na se pa partielle differensialligninger av typen

AUz + 2bUgy + CUyy = d(, Y, U, Uz, Uy), (z,y) € Q

der a, b, c og d kan veere funksjoner av z og y.

vA

Elliptisitet. Hvis funksjonene a, b og ¢ for alle (z,y) € Q oppfyller

ac—b>>0

er differensialligningen elliptisk i €2.

Eksempel. Hvis a =c¢=1,b=d = 0 far vi Laplaceligningen

Ugz + Uyy = 0.
Randkrav. Det fins tre vanlige typer av randkrav
1. Dirichlet randkrav: v = f pa 0.

2. Neumann randkrav: g—:‘l =n-Vu=g pa 0.

o1
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3. Robin randkrav: au + ﬁg—z =~ pa of.

Ofte kan man ha en blanding av 1-3, slik at randen 02 kan deles opp i flere biter, og
med forskjellig type randkrav péa de forskjellige bitene.

Maksimumsprinsippet. La € vare en apen sammenhengende delmengde av R?. Defi-
ner differensialoperatoren L ved

Lu = augy + 20 ugy + cuyy + dug +euy

der a, b, ¢, d og e er funksjoner av = og y, og L er elliptisk (ac > b?) i Q.

Hvis Lu = 01 Q, kan ikke u anta noe strengt relativt maksimum eller minimum i €2
medmindre u = konstant i €.

Alternativ formulering. Hvis u er kontinuerlig i Q = QU 0Q og Lu = 01 Q vil u anta
maksimum og minimum pé 0f2.

5.2 Differensmetoder via Taylor

Vi starter med et reguleert gitter.

y‘ & & & 4
Gitterlinjer: T=2xp Y=1UYnm

OGitterpunkt Gltterpunkter: P = (mf’ ym)

osSkjeeringspunkt Vi sgker approksimasjon til eksakt 1gsning
pa et nett som bestar av gitterpunkter
og skjeeringspunkter mellom gitterlinjer og

on.

ml :

Vi definerer n& noen delmengder av nettet

G = {(z¢,ym)} : Hele gitteret
N?: G N, mengden av indre gitterpunkt
D= {(z,y) €02 :x=uzyeller y=ym}
N =N°UD
Skjeeringspunkter kan skape problemer, fordi de har en tendens til a gdelegge ngyaktig-

heten i den numeriske lgsningen og kan ogsa forstyrre matrisestruktur som er ngdvendig
for & fa hurtige ligningslgsere.
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Gitterlignende nett. Et nett er gitterlignende hvis alle punkt i mengden D er gitter-
punkt. I det videre ser vi pa gitterlignende nett med konstante skrittlengder, det vil si at

xg=x9+Lh, £=0,1,... 08 Yym =yo + mh, m=0,1,....

Poisson’s ligning. yi l
AU = Uy +Uyy = f 1€, u = g(x,y) pa ON. ‘\\
N N
1 X
Ou, = 72 62uy, + O(h?) .
1 R
2 2 2
8yup = ﬁ (SyUp + O(k ) k
der u, er eksakt lgsning av diffligning i p = -
Om vi diskretiserer differensialligningen i punktet p = (z,y) far vi altsa
L o Lo
Auy = fp — ﬁéxup + ﬁéyup =fp+1p
der f, er funksjonen f evaluert i punktet p, og avbruddsfeilen 7, er
T :ih284u —i—ik:284u +--- (5.1)
p 12 x P 12 y P
Videre lar vi na U, veere approksimasjon til u, og vi far ligningssystemet
0 Up+ w0y Up = fp. P EN,
Up=gp peD.
Klassisk 5-punkts formel for Poissons lig- On,
ning. [ tilfellet k£ = h fas
52Up + 62U, = W2 f, D
O O
Vi kan skrive ut dette ved a bruke indekser som v 7]
refererer til himmelretningene
Uy +Us + Uy + U, —4U, = h2 f, Os

Eksempel. Vi regner gjennom et konkret tilfelle.
Au=0, (z,y)eQ=(0,1)x(0,1), u(z,y) = g(z,y), (z,y) € 0N

der g(z,y) er som beskrevet i figuren.
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Y A u=A4dz(x?—1)

9(0,y) =0, 0<y<1
3 4
; . g(z,0) =0, 0<z<1
u=0 u=4y(l - y?)
il i g(Ly) =4y(1-y?), 0<y<1
! ’ g(z,1) =4dzx(2®>-1), 0<z<1
I .
u=0 T
p=1: —-4U, +Us  +Us = 0
p=2: U —4U, +U, = -2
p=3 U, —4Us  4Uy = 22
p=4: U, +Us —4Uy = 0.
Lgser man disse ligningene far man
8 8
U1=Us=0, lh=o, Us=-o.

Du kan sjekke at eksakt lgsning av problemet er

u(e,y) = dzy (2% —y?).
Ser vi pa (5.1), ser vi at avbruddsfeilen er identisk lik null fordi 92u = 0 og agu =0 og
dermed alle hgyere ordens deriverte. Sa i dette tilfellet gir formelen eksakt riktig lgsning.
Dette er veldig spesielt, med litt andre randbetingelser vil 7, # 0.

5.2.1 Diskretisering av en selvadjungert ligning

Vi studerer problemet

Lu = f, der Lu = 0;(a0yu) + 0y(cOyu), a=a(z,y), c=c(z,y).

on

0:(0h) = 53 (aur(ts = 1) — @ty = ) + O .
0,(c0,1) = 75 (6 (un =) = ey — ) + OG) _ b
S& Lu = f kan diskretiseres til v g’ g

aysUys + o Uy + ayUy + aUg — oUp, = fp, I

der o, =y +ap + o, +as 0S
og
1 1 1 1
Oy = s50y, Op = 75Cp/, Qy = 750y, Qg = T5Cql.

k2®
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5.3 Randkrav av Neumanns og Robins type
Eksempel.

yA

9% Au=0 10

0823 u=g(x,y)  pa o U

o0
Q 0o — ¢ u = fO

Dyu — ¢Mu=fD

8&24 ln ?

Vi krever at ¢(¥ > 0 og ¢(Y) > 0. Na trenger vi lignin- ! o090
ger for U, for alle p € N°, samt alle p pa 083 og 9. 3
La oss for enkelthets skyld bruke samme skrittlengde

i begge retninger, vi setter altsa k& = h. La oss bruke

a:r:u_qu:f

1
I
1
I
den venstre randen 0§23 som eksempel. .
I
1
I
1

Alternativ 1.

Uy — U U, —-U,
axup: ﬂh p+0(h) N %_ ;(JO)UP:f;SO)

der qj(oo) og fz(,o) er de gitte funksjonene ¢(® og f(© evaluert i punktet p.

Alternativ 2. Bruk fiktivt punkt v som ligger utenfor omradet, se figuren.

Uy — Uy U _Uv
Lok — ﬂifq}(jo) Up:fzgo)

Doy = —57 oh

55

pa 093

pa 082y

(5.2)

Den ekstra ukjente U, krever en ekstra ligning, og vi bruker skjemaet for selve differensial-

ligningen i punktet p
Uy, +U,+U,+Us—4U, =0,

og vi eliminerer U, ved hjelp av det diskretiserte randkravet. Fra (5.2) finner vi

Up = Uy — 20 (¢O U, + £V,
som innsatt i (5.3) gir
2U, + Uy + Us — (4 +2h g\ U, =21 V.

Denne diskretiseringen er mer ngyaktig enn alternativ 1.

(5.3)
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Man gjor helt tilsvarende pa randen 9€)4. Vi ser der kun pa alternativ 2 med fiktivt
randpunkt s, og p pa 9€y:

Un U gy — I Us (U, = F.

Oy = =51 2

Vi kan her ogsa bruke (5.3) og eliminere bort den fiktive verdien Us, resultatet blir

2U, + Uy + Uy — (4+2h g\ U, =21 f{V).

Rand langs gitterdiagonal

h
& Ot +qu="7-Vu+qu=f
h = [ng;, ny]T
Yo
nx:ny:% fordi k=nh
ST b
Ont = g0yt + NyOyu = %(axu + dyu)

_i Up — Uy | Up — Us
6nup—\/§< ot >+O(h)

slik at en fgrsteordens tilnsermelse blir
(2+V2hq)U, — U, —Us =V2h f,

Man ngyer seg ofte med en slik grov tilnsermelse for denne type rand. I prinsippet kan man
ogsa her bruke alternativ 2 med fiktivt gitterpunkt, men det blir fort veldig kompliserte
formler.

Et problem forbundet med rent Neumann problem for Laplace’s ligning. Pro-
blemet

Au = 0, iQ
ou = g, pa 002

har bare lgsning hvis [, 909 = 0. Dette ser man ved & bruke divergensteoremet pa fQ Au.
Hvis u er en lgsning, ser vi umiddelbart at ogsa u+ c er en lgsning for en vilkarlig konstant
c. Dermed har vi intet velformet PDL-problem. Dette kommer igjen i det diskretiserte
problemet der vi typisk vil fa et linesert ligningssystem av typen AU = b hvor A er en
kvadratisk matrise som er singuleer. Hvis b ikke tilhgrer kolonnerommet til A har vi ingen
lgsning. I motsatt fall har vi en lgsning, men den er ikke entydig, siden vi kan addere en
vilkarlig vektor fra (det ikke-trivielle) nullrommet til A.
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5.4 Gitterlignende nett og varierende skrittlengder

ne®
Y
TL/A% hn
— hy
/
° t le 17 oy
v v
R,
hy 15
w |
®Ss
Vi ser pa approksimasjon av
Lu = 0,(a0,u) + Oy(cOyu)
Vi lar
()77 2 Us—-U, U,—-U,
ax(aaxu) — Lh Up = h,U T hg <aﬂ/ Tp — Ay phv
og
2 U,—-U U, — Us
dy(coyu) — LgLy)Up R (cn/ W Py phs )

Vi refererer til figuren ovenfor til hgyre for definisjon av punktene p,v,v’,s,s’, g, 0',n,n’

og de tilhgrende skrittlengder. Vi approksimerer L med
L, =L + LY
og finner ved

. 2
L,(l)up = T + Ty ((1—1-

ho g +h—%’82+h—z03+---)(a (0 +ih283—|—-'-)u)
27" 8T 487" PATE g e P

hy h? h3 1
—(1- o 0y + —81’({93% - 4583 + - )(ap (82 + *24h12;a£ +o )Up)>
_ 1 2 1 hj+hd 3, a3
= 0y(a0y)up + g(hg — hy)05(a0z)up + 3k, T hy (0200, + 07a0,)up + . ...

Helt tilsvarende utregning kan man gjgre for L;ly)up og til slutt finner man at

O((hy — hy) + (hn, — hs) + h% + h2)  generelt
Lu— Lyu =

O(h2 + h2) hy = hy, hn = hs.



o8 KAPITTEL 5. ELLIPTISKE DIFFERENSIALLIGNINGER

5.5 Generelt rektanguleert nett

Olndre gitterpunkt

O gNettpunkt pa randen

Vi ser pa ligningen Au = f som eksempel.

Dirichletproblem. Vi kan benytte den generelle 5-punktsformelen med hy, hy, hy, hs
for alle indre gitterpunkter.

Robinproblem. Vanskeligheten er her 0,u = 7 - Vu. Vi lar gitteret veere rektangulaert
med skrittlenger h og k i henholdsvis - og y-retning.

C\ il
d(P,Q)=d
! d(Q.8) =
P
. d(P,S) =k
R 0[5
@, O

Vi har

anupzw-i-o(d), d= /2 + k2

Problemet er at @) ikke er et gitterpunkt, men vi kan approksimere lgsningen i punktet
ved linezer interpolasjon. Vi finner
B h—n

UQ:U,R*—FUS h

h + O(h?)

Dermed blir

1 h' h—h
Ouup = (up (gl us? >> 1 O(h?/d) + O(d)

Men vi bemerker at denne typen problem er generelt vanskelig & sette opp.
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5.6 Diskretisering via Taylor pa fullstendig gerenelt nett

Vi skal diskretisere operatoren
Lu = augy + 2bugy + cuyy + dug +euy + fu Y A

La P veere en vilkarlig indre node. Vi vel-
ger ut s noder blant de gvrige punktene i
nettet, typisk de s nsermeste naboene til
P. La h veere en karakteristisk gittersteor-
relse. Vi beskriver beliggenheten til punk-
tet @Q; relativt til P ved koordinater

PQ; = (&h,nih).

Vi approksimerer operatoren L med Ly
der vi forlanger at

s
LhUP = ZO@'UQi — Oé(]Up.
=0

for et valg av konstanter «ay, ..., as.

Som vanlig setter vi inn eksakt lgsning u i denne formelen og rekkeutvikler ved & bruke
Taylor i 2 dimensjoner som i (2.4). Vi far da

1 1
ug, = up +&hdpup + mihdyup + €M Gup + &mih* 0 0yup + Snih*Ojup + -+,

som innsatt i uttrykket for Lyup gir

S S S 1 S
Lyu, = (Z Q; — ao) up + (h qu) Ozup + (thaz) Oyup + (QhQ;é}?ai) &2up

i=1 =1 i=1

s 1 s
+ <h2 Zgﬂhaz) 8mayuP + <2h2 anaz) 8§up

i=1 =1
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Dette bgr veere “mest mulig likt Lu,”, og vi bgr derfor kreve at

S
Zai = a+f
i=1

° d
;_1 Cia; = E
Zs e
i=1 e E

Zs 2
i=1 ‘512041‘ - hZ
u 2b
;1 §imic; = 72

2 9 2c
D mai = iy
=1

I tillegg bgr felgende ligninger veere oppfylt for flest mulig verdier av £

S
St mai =0, m=0,...,6, £=34,....
=1

Dette ser vi ved & kikke pa resten av Taylorrekka til Lyup, leddene fra h3 og oppover

S

aee he e e e e
g o Zo (m) Z(ai i) 050y M up.

i=1

5.7 Differensformler utledet via integrasjon

Denne teknikken kalles ofte boksintegrasjon, og er neer relatert til det som i litteraturen

kalles for endelige volum-metoder.
Gauss’ divergensteorem. Gitt et omrade €2

yA som pa figuren med rand 92 som i hvert punkt
har en utadrettet normalvektor 7i. La p = p(z,y)
veere et vektorfelt i 2. Da gjelder

/divp*dA:}z{ 7-Ads
Q o2

Med divp'= V- p'menes divergensen til vektorfeltet
p. Spesielt hvis = Vu (gradientvektorfelt) far man
at divp = Au = 0%u + 8§u. Dermed far vi

Si

o5

-
x AudA = Vu-ﬁds:% Opuds
.. . . . Q o0 oQ

Vi illusterer boksintegrasjon gjennom et spesifikt eksempel. La 2 = R vaere et rektangel
med render I'y,..., 4 som pa figuren.
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A 0w kjent
A O wu ukjent
Y [—+——1+——A+——1+—-]1
F2 o ) ) ) I\ C
[_J / N\ N\ N k)
[—O—O——O—0——20
Iy R I
[—O—O——O—0—o0
. - —O0—0—0—0—0
[ﬁ I i D i r] >
Vi ser pa problemet
Au = f, iR.

Opu +au =d, paly,
u=g, pa o UT'sUTy.

Her har vi innfgrt et rektanguleert gitter pa R, merk at det kan gjerne veere varierende
skrittlengder i begge retninger.
1 hs |
La n& P vere et indre punkt i R. Vi ser forst pa Qo
rektanglet avgrenset av nabogitterlinjene til de ]
P ligger pa (se figuren). Deretter innforer vi et Y
nytt mindre rektangel som pa figuren, vi kaller hy
dette Q. Sidekantene i €2, som er sentrert mellom 73
gitterlinjene, kalles ;, 1 = 1,2,3,4. Lengden av
~; kalles ¢;. Vi lar skrittlengdene ut fra P veere I M o
hi (mot hgyre), hy (oppover), hsg (mot venstre),
hy (nedover). Dermed blir i fplge figuren ha V4

2
R
T

ho + h hy + h: J
22 4oy =t = 125. o
| hq |
Arealet Q2 blir A = 1(hy + h3)(ho + hs). Na bruker vi Gauss’ divergensteorem pa det lille
rektanglet €2 og finner

Au=f = /AudA:jag anuds:/fdA.
Q 0 Q

1 11

b =1l =

Vi forsgker & approksimere I og II.
4 L
I: j{ Onuds:Z/ @nuds%Z&M
o8 =17 i=1 hi

It /QfdA ~ o A= ¢ ol + hs)(ho + ha).
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Dermed blir var differensformel

L3

i=1 Z
Vi kan alternativt skrive om formelen til det “gamle formatet”
4
Z%’UQ,L- —ooUp = fp
i=1
der

9 9 9 9 9 9
—— Y=, 03 = ————————, Ay = ————————, Qg = + .
hi(hi +h3)’ > holha+ha) > hg(hi+hs) " ha(he+ha) " hihs  hohs

o] =

Denne formelen brukes for alle indre punkt i R. Men vi ma ha ligninger ogsa for de
ukjente pa randen I'y.
N& sammenfaller v; med den ytre randen I'; der

vi har
Opt +au =d Q2
f) .
Gauss’ divergensteorem pa {2 gir igjen
4 72
> 8nuds:/fdA hs
i=1 "% Q Y3 0
Ser vi spesielt pa randen v, der 0,u er gitt som Qg P i
d — au har vi
gt
Opuds = d—au)ds = {1(dp — apu
O /7 1( ) 1(dp — apup) hy o
der ap og dp er funksjonene a og d evaluert i | 1\ Q 4

punktet P. P& de @gvrige rendene setter vi

/8uds~€ > ,2':234

Vi ender dermed opp med fglgende differensformel for et punkt P som ligger pa randen
I.

4
l;

t(dp —apUp) +Z* Ug, — = fpA

=2

S)

der

1 1 ho + h
A= Jhalha+he), fo=ly=chy, f5==""
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5.8 Nett basert pa trekanter

Det fine med boksintegrasjon er at det ikke forutsetter
at omradet vart er delt inn i rektangler, for eksempel
trekanter kan brukes like enkelt. Det er ofte lettere a
dele opp et omrade som ikke er rektanguleert i trekan-

ter enn i rektangler. Trekantene behgver ikke a vaere
like eller ensformede, men vi krever her at alle vink-
ler er mindre enn 90 grader. I det videre forutsetter vi
ogsa at vi ikke har sédkalte “hengende noder”, vi krever
at ingen noder far plasseres pa en trekants sidekant
(men kun i hjgrnene). /\/\/v

I den neste figuren har vi tegnet et utsnitt av tre-
kantnettet, der s trekanter (s = 6 i figuren) har det
indre gitterpunktet P som felles hjgrne. Sidekanten ~;
i det indre polygonet skjeerer ortogonalt og midt pa
linjestykket P@Q;. Vi lar ~; har lengde ¢; og linjestyk-
kene PQ; har lengde h;. Vi antar videre at Q har areal
A. Vi bruker Gauss’ divergensteorem pa omradet €2,
og far

s

Z/ anuds:/gfdA
Yi

=1

N& approksimerer vi som fgr

/ Opuds ~ gi%

slik at den endelige formelen blir

s ¢l
; nalUe:—Ur)=1p

Vi har ikke oppgitt spesifikke formler for utregning av arealet A eller noen relasjoner i mel-
lom ¢; og h; (dette er heller ikke mulig i det helt generelle tilfellet vi har drgftet). Det fins
et viktig alternativ til boksintegrasjon, nemlig de sakalte endelig elementmetodene. Disse
bygger pa et helt annerledes matematisk fundament enn det vi har presentert her. Kurset
TMA4220 Numerisk lpsning av partielle differensialligninger med elementmetoden tar for
seg slike metoder i stor utstrekning.

5.9 Differensligningene
La oss fgrst skrive elliptisk ligning med randbetingelser pa abstrakt form som

Lu = f iQ
Bu = g padQ2

Vi innfgrer diskretisering av dette problemet ved

Oonp — ZaiUQi = ,Bp. (5.4)
=1
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Vi lar P lgpe gjennom alle de punktene hvor u skal approksimeres. Her er ); et nabopunkt
til P for i =1,...,s. Koeffisientene aq,...,as kan avhenge av P, det samme kan s.

Onskelige egenskaper for (5.4).

1.
ag >0
@ >0 } for enhver P.

ii.

S
ag > Z o for enhver P,
=1

det vi i linezer ligningslgsning kaller diagonaldominans. Vi krever dessuten ekte
ulikhet for minst en P.

iii. Koeffisientmatrisen er symmetrisk

_—
PO O Q;
~ Om vi sier at koeffisienten som brukes i node P foran node @)
er ap, betyr symmetriegenskapen at apg = ag,p.
Vi minner om maksimumsprinsippet beskrevet i kapittel 5.1. Det viser seg at et tilsva-
rende prinsipp gjelder for differensligninger av typen beskrevet ovenfor.

Diskret maksimumsprinsipp. Anta at en differensligning oppfyller (i) og (ii) ovenfor.
Anta: Stgrrelsen Vp er definert for alle P € QU 0€2 og at

aoVp — Zo‘iVQi <0

1

for enhver P € Q (indre gitterpunkt).
Da gjelder at
Vp < max Vg for enhver P € ).
Seo

Bevis. Anta det motsatte, nemlig at det fins en P* € Q slik at
Vp« = max Vp > max V; 5.5
Fr=péa T seon © (5:5)
Anvender vi derfor antagelsen i teoremet for dette punktet far vi

agVp+ < Zaiv@i
7

T @
S 1
Vp = Z (%O Vo, < T, 0 ZaiVQi = Z%’VQZ-
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hvor

Yi ai slik at Z% =1.
i

>
J

Vi far dermed at
> iV, <Y vimax Vo, = max Vp,
" " 1 (A
1 1

og dermed Vp+ < max; Vp,. I folge (5.5) ma derfor Vg, = Vp« for alle i. Vi kan dermed
anvende det samme argumentet pa hvert nabopunkt Vj,, osv helt inntil enhver nabo blir
et randpunkt S. Dermed har vi at Vg = Vp« for alle S € 92 som er en selvmotsigelse (i
forhold til (5.5)) og vi konkluderer med at teoremet er sant.

5.10 Konvergens av metoder for elliptiske ligninger

5.10.1 Konvergensbevis for 5-punktsformelen pa et Dirichletproblem

La oss se pa problemet
—Auy = f iR
u = g paodR
der R er kvadratet (0,1) x (0,1).
Sett h = ﬁ og anvend 5-punktsformelen LU, = f, hvor

1
h?
Uy, = ¢9p, p€EOR.

LU, = —@AU,-U,—U,—U,-U,), peR

Avbruddsfeilen i node p er gitt som 7, = Lpu, + fp. Via Taylor kan vi vise at

Il ==K =7

S| =

der
4 4
K= gﬁeag{laxupl, |0 upl},

denne definisjonen krever at disse fjerde-deriverte er begrenset overalt i R. Diskretiserings-
feil (global feil) er definert som

ep=up —Up

og vi finner at

Lye, = Lyuy, — LyUp = fp+17 — fp =7, PER

Lhep = 07 pE OR

S4 derfor er
|Lpep| <7 for alle p € R.

Vi innfgrer na funksjonen ¢(x,y) = %xQ og vi anvender operatoren Lj, pa denne funksjonen
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Her er

To=1xp+h

1
T, =x5 =12, (= Lnpp= 2hQ<4x§— (:Up—l—h)2 - (mp—h2) —x?)—xg) =—1.

Ty =Tp—h
Vi setter na V, = e, + Ty, og far
LyVy, = Lpep + TLppp = Lpe, — 7 <0

Sa Ly, oppfyller betingelsen i maksimumsprinsippet med V), = e, 4+ T¢,. Derfor er

1
Top < Tos) < =7 for all
ep + T¥p _gé%)}%(es-l-ﬂps) s 57T fora ep€ER,
siden eg = 0 og siden R er kvadratet (0,1) x (0,1) s& er p(z,y) = %3:2 < % for (z,y) € R.
Om vi gjentar argumentet med V), = —e, + Ty, finner vi tilsvarende at

1
—ep + Tpp < 57" for alle p € R.

Siden ¢,7 > 0 kan vi konkludere at

Kh? forallep € R.

5.10.2 Noen generelle kommentarer om konvergens

En ser generelt pa differensskjemaer av typen

QppUp — E :Oépq“q =Bp+7p
q
Diskretiseringsfeilen er e, = u,, — Uy, og vi finner ved innsetting i formelen at
QppCp — E :O‘pqeq =T7p, PEQ
q

Om vi setter opp ey, 7p, p € R i vektorer e og T, kan vi skrive om systemet pa formen

Om A er inverterbar fas
som impliserer

lefloe < A oo - 17100

Stabilitet: Skjemaet sies a veere stabilt dersom det fins en konstant C slik at

A7 <, for alle skrittlengder h.
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Avbruddsfeilen 7 vil man typisk kunne vise (via Taylor) at oppfyller
IT]lcc = O(R?), o heltall.
Noe som ved stabilitet vil implisere at
lelloo = O(h7)

Det kan tenkes at for eksempel TpO(hQ) for noen p, mens for andre (typisk neer eller pa
randen) har en 7,0(h). Da ser vi generelt at den globale feilen ||e||o ikke kan forventes &
veere mer enn O(h). Det hender likevel at en under slike omstendigheter far ||e| s = O(h?).

5.11 Noen kommentarer om lgsningsmetoder for de linezere
ligningssystemene

Det & lgse linesere ligninger av typen (5.4) er et stort fagfelt i seg selv. Det er ofte denne
prosessen som er bestemmende for hvor store og kompliserte tilfeller som kan lgses pa
datamaskin. I dette kurset har vi ikke nok tid til & diskutere slike metoder i detalj.

Nar man skal velge metode for & lgse et stort linesert ligningssystem har man to hoved-
klasser av metoder & velge mellom, nemlig direktemetoder og iterative metoder. Fgrstnevnte
metode inkluderer Gausseliminasjon, eller mer spesifikt, Choleskyfaktorisering dersom lig-
ningssystemet er symmetrisk og positiv definitt. De iterative metodene inkluderer Jacobi,
Gauss—Seidel, og SOR (suksessiv overrelaksasjon). Men den typen linesre iterative lig-
ningslgsere som har hatt mest suksess i de seinere ar, er de sakalte Krylovmetodene. For
symmetriske matriser inkluderer disse konjugerte gradienters metode. Det er ikke lett & gi
noe enkelt svar pa akkurat nar det er raskest med direktemetoder, eller iterative metoder.
Fordel iterative metoder har man typisk nar

1. Ligningssystemene er meget store og glisne. Et system er glissent hvis det er kun en
liten andel av elementene i matrisa som er ulik null.

2. Matrisene har ingen utpreget bandstruktur, det vil si at det fins indekser forholds-
vis langt unna diagonalen (ij-element med stor verdi av |i — j|) hvis elementer er
forskjellig fra null. Bandbredden til en matrise kan for eksempel defineres som

b(A) = max{|i — j| : a;; # 0}.

3. Det fins en god prekondisjonering av systemet. Teoretisk betyr dette at man kan
finne matriser T, .5, slik at systemet

T-YAS Sz = T
A & = b

er “enklere” & lgse enn det opprinnelige systemet Ax = b.

I praksis kan det veere slik at med to romdimensjoner for differensialligningen, sa er
direktemetoder og iterative lgsere omtrent like effektive, mens i tre romdimensjoner “vinner”
de iterative lgserne. Typisk er det slik at iterative lgsere bruker multiplikasjon av matrisen
A (resp ;1\) med vilkarlige vektorer som byggesteiner i metoden. Jamfgr punkt 1 ovenfor
s& kan man gjgre multiplikasjon Ax noksé billig hvis matrisen A er lagret pa en fornuftig
mate. Punkt 2 er viktig fordi dersom bandbredden til A er liten sa blir Gausseliminasjon

relativt sett mye billigere. Faktorene L og U i LU-faktorisering vil ha samme bandbredde
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som A (dersom en ikke pivoterer). Ved stor bandbredde for en dermed ogsa at antall
ikke-null-elementer kan bli mye stgrre i L og U enn i A. Dette fenomenet kalles “fill-in”.

Det som virkelig gjor den store forskjellen for iterative metoder er punkt 3, nemlig at
man kan finne en god prekondisjonering. Merk at transformasjonen A = T71AS er kun
teoretisk. For enkelhets skyld, la oss sette S = I. Som nevnt ovenfor bygger de iterative
metodene pa opersjoner av typen y = Ax for vilkarlige vektorer x. For det prekondisjoner-
te systemet blir dette til y = Ar = T~ Ax. Prekondisjoneringen foregar dermed som en
“indre lgkke” i den iterative metoden. Hver gang en slik metode skal beregne Ax foregar
dette ved at man forst finner § = Az og deretter y = T~1§. Den siste operasjonen foregar
ikke som en eksplisitt matrise-vektor multiplikasjon, men er resultatet av en prosess man
utfgrer pa vektoren 3. Et eksempel pa en slik prosess, kan veere at man utfgrer en deler av
en Gausseliminasjon pa systemet Ay = §. En slik delvis eller inkomplett Gausseliminasjon
kan lages pa en slik mate at beregningsarbeidet kan spres utover mange prosessorer pa
en datamaskin, og kan derfor utfgres sveert effektivt. En annen prekondisjonering gar ut
pa & splitte opp domenet der diffligningen Igses i mange smé delomrader. Dermed splittes
differensligningene opp i mange mindre systemer av ligninger, hvis man ser bort fra kob-
lingen i mellom omradene. Ligningssystemet for hvert omrade lgses da, for eksempel med
Gausseliminasjon pa hver sin prosessor.

Det finnes et eget kurs TMA4205 Numerisk lineer algebra som behandler slike metoder
i detalj.



Kapittel 6

En introduksjon til endelige
elementmetoder

6.1 Introduksjon

I dette kapitlet skal vi gi en kortfattet introduksjon til endelige elementmetoder. Vi vil
bruke Poisson’s ligning som prototype, og for det meste bruke Dirichlet randkrav. . Mange
bgker begynner med a se pa én romdimensjon, men vi skal her ta steget direkte opp til 2
romdimensjoner. Vi ser altsa pa ligningen

—Au=f i Q, u=0 pa 0N (6.1)

der Q er et apent begrenset omrade i R? med en stykkevis glatt rand. En kan ogsa tenke
seg dette problemet i en romdimensjon

—u"(z) = f(z), 0<z<a, u(0) = u(a) = 0. (6.2)

En viktig prosedyre i utledningen av elementmetoder er & multiplisere differensialligningen
med en (noksa) vilkarlig funksjon! og integrere over € og anvende en form for delvis
integrasjon. For eksempel, hvis v er deriverbar, kan vi med u(z) fra (6.2) utlede med bruk
av delvis integrasjon

/oa W v de = o (a)v(a) - ' (0)v(0) - /0 " da

Tilsvarende kan vi gjore med Aw i (6.1) ved & benytte oss av divergensteoremet . Vi minner
om at dersom X er et vektorfelt med kontinuerlige partiellderiverte av hver komponent, 2
er et omrade som ovenfor med en utadrettet normalvektor 7 sa gjelder at

}'{ X iids = / divX dA
o0 Q
Vi minner om at hvis X (z,y) = (Xl(x,y),Xg(x,y)) s& er

.2 0X1 00X,
divX = — + —=
v ox + oy

1Vi skal straks se at denne funksjonen velges fra et velspesifisert funksjonsrom

69
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La oss benytte divergensteoremet pa vektorfeltet X =oVu= (vug, vuy). Da blir

.z 0 0
divX = %(vux) + 6—y(vuy) = Vu- Vv +vAu

Bruker vi dette i divergensteoremet sé far vi

Greens identitet.

/vAudA: vVu-ﬁds—/Vu.VvdA
Q o0 Q

6.2 Tre ekvivalente problemer

6.2.1 Noen definisjoner

Vi introduserer et reelt indreprodukt for funksjoner definert pa €2

(u,v)z/ﬁu(as,y)v(w,y) dx dy

i det folgende skriver vi gjerne dA for dz dy. Indreproduktet er symmetrisk. Man forutsetter
naturligvis at integralet eksisterer, og seinere skal vi stort sett jobbe med funksjoner som
er kontinuerlige. Det er ganske enkelt & sjekke at denne definisjonen oppfyller de vanlige
kravene for et indreprodukt. Merk spesielt at det er bilinesert dvs for funksjoner u,v og
skalarer «, 8 gjelder

(au+ fo,w) = alu,w) + B(v,w)

En annen bilineger form er definert av
a(u,v) = / Vu-VvdA
Q

Merk at her er Vu og Vv gradientvektorfelt og prikken er indreprodukt, dvs integranden
el UyVy + UyVy.

Vi mé na introdusere et funksjonsrom, for & unngé vanskelige definisjoner skal vi lgse
litt opp pa rigorgsiteten og definere det reelle vektorrommet S bestaende av funksjoner
u(z,y) slik at

1. w er kontinuerlig pa €
2. ug,uy stykkevis kontinuerlige i €2
3. u = 0 pa randen 0f).
Naturligvis er det slik at hvis u,v € S og o, € R sa vil au + v € S.

6.2.2 Ekvivalente problemer

Folgende tre problemer er ekvivalente

(D) —Au=fiQ, u=0paodQ

(V) Finn u € S slik at a(u,v) = (f,v) for alle v € S
(M) Definer P(v) = 2a(v,v) — (f,v). Finn u € S slik at

P(u) = rvnelg P(v)
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Merknad 1. Funksjonen v i problemet (V) kalles gjerne en testfunksjon .

Merknad 2. Merk at en kun kan vise at (V) og (M) impliserer (D) under antagelse om
glatthet av lgsningen for i utgangspunktet krever jo Au at u er to ganger deriverbar, mens
funksjonene i S kun er en gang stykkevis kontinuerlig deriverbar. Men det skal vise seg a
veere veldig nyttig a kunne anta mindre grad av deriverbarhet for funksjoner i S nar vi
seinere kommer til endelige elementmetoder.

Vi beviser ekvivalensene.
Trinn 1. La oss begynne med & vise at “u lgser (D)” impliserer “u lgser (V)”. Vi har for
ves

<f,v>:/vadA:—/QAu.udA:—/mu(vu-ﬁ)ds+/gvu-vvd,4

Men siden v € S sa er v(x,y) = 0 for alle (z,y) € 02 sa randintegralet forsvinner. Vi star
dermed igjen med at a(u,v) = (f,v) for alle v € S.
Trinn 2. Na viser vi at “u lpser (V)" < “u lgser (M)”. La u,w € S og A € R. Vi beregner

P(u+ Mw) = %a(u—k)\w,u—k)\w) —(fou+ )
= Sa(u,w) — (£,u) + Aol w) — () + 2 Xa(w,w)
Vi har derfor
Plu+ Aw) = P(u) + Ma(u, w) — (f,w)) + %A%(w, w)

N& antar vi at a(u,v) = (f,v) for alle v € S dvs at u lgser (V). La v € S veere vilkarlig og
sett w=v—-ue S Daerv=u+ A wmed A =1. Vi far

P(v) = P(u) + %)@a(w,w)

a(w,w) = / |Vw|?dA >0 for enhver w
Q

s& vi har vist at u faktisk lgser (M). Anta istedet at u ikke oppfyller (V). Da fins w; €
S, wy # 0 slik at py = a(u,wy) — (f,w1) # 0. Merk at a(wy,wy) > 0 nar 0 # w; € S. Sett

Ty
Vi finner at
i 1 G
P(u+ Awy) = P(u) — m;ﬂ + ima(wl’wl) = P(u) — 3 alwy, wr) < P(u)

s& vi har motbevist at u er et minimum for P(v). Oppsummert: vi har dermed vist at “u
lgser (M)” impliserer “u lgser (V)”

Trinn 3. Vi vil vise at “u lgser (V)” impliserer “u lgser (D)” Dette trinnet forutsetter at
u som brukes i (V) ikke bare tilhgrer S, men ogséa at Au er veldefinert i henhold til Greens
identitet. Vi starter altsa med

a(u,v):/Vu-VUdA:<f,v) for alle v e S.
Q
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Fra Greens identitet samt at v = 0 pa 9 fas

/(_Au)UdA:/f-vdA for alle v €S,
Q Q

eller

/(Au+f)v dA=0 for alle v e S.
Q

Om vi antar at ¢ := Au + f er kontinuerlig i Q s& mé vi ha ¢ = 0 for alle (z,y) € Q.
For om det fantes et punkt (zg,yo) der ¢ # 0, si sgrger kontinuiteten for at ¢ # 0 i
en omegn U omkring (g, ). Det er mulig & finne en v € S slik at v(z,y) = 0 nar
(z,y) € U v(z,y) > 0 for alle (z,y) € Q og v(zo,yo) = 1. Dermed blir [, ¢ - vdA # 0,
en selvmotsigelse. Vi konkluderer med at “u lgser (V)” impliserer “u lgser (D)” nar u er
tilstrekkelig glatt til at (D) er veldefinert.

Trinn 4. Vi viser at lgsningen av (V) er entydig. Anta at det istedet fins 2 lgsninger
u; € S ogug € S av (V). Da gjelder altsa

a(u,v) = (f,v) forall veS
a(ug,v) = (f,v) forall velS

Vi trekker na de to ligningene fra hverandre og bruker at a er bilineser
a(up —ug,v) =0 forall ves
Spesielt kan vi sette v = u; — uo € S og da far vi med w = uy — ug at
a(w,w) =0 = w=u; —uy =0

sa vi konkluderer med at lgsningen er entydig. [

Vi kan na koste pa oss a ta en kikk pa den éndimensjonale varianten av dette teoremet.
Vi har na enklere definisjoner av indreproduktet og av a(u,v). La © = (0, 1), da blir

1
(u,v) :/ u(z) v(z) de, (6.3)
0
0g
1
a(u,v) = / o' (z) v (z) dz (6.4)
0
Vi formulerer de tre ekvivalente problemer som
(D) —u = £1(0,1), u(0) = u(1) = 0
(V) Finn u € S slik at a(u,v) = (f,v) for allev € S

(M) La P(v) =} [} (v/)2dz — [, v f dz. Daer P(u) = minP(v)
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6.3 Tilneermet lgsning av variasjonsproblemet

6.3.1 Generell framgangsmate
Velg linezert uavhengige funksjoner ¢;, j =1 :n som alle tilhgrer S. Sett
Sh == Span{@h ey Spn}

Vi har da S, C S. Erstatt na (V) med det enklere problemet

(Vi) Finn U € S, slik at

a(U, V)= (f,V) for alle V €5,

Betingelsen er ekvivalent med

(V},) Finn U € S, slik at

a(U, or) = (f, ox) fork=1,...,n

Denne ekvivalensen er ikke s& vanskelig & forklare. For siden V' € S;, kan den skrives
som V = Ezzl vppr der vy er reelle konstanter. Dermed far vi

aUV)=(,V) & Y wal,or) = vklf o)
k=1 k=1

dette forklarer at (V}) er ekvivalent med (V3,).
Men ogsa U € Sj, og kan skrives som U = ) }'_, ugpy og fra (V}) far vi dermed

n
Zuja(%',sﬁk)=<f,cpk>, k=1,...,n.
=1
Dette er et system av n ligninger for @ = (uq, ..., un)T og kan skrives

Ai=1b

der A er n x n-matrisen med ij-element a(y;, ¢;) og b € R" er vektoren med komponenter

Matrisa A har fglgende egenskaper
1. A er symmetrisk

2. A er positiv definitt (gitt at 1, ..., @y, er linesert uavhengige)

Symmetrien fplger fra at den bilinesere formen a(u,v) er symmetrisk. At A er positiv
definitt vises som fglger: La 0 # ¢ € R™ veere vilkarig. Vi beregner

A= Z cialpi, pj)e; = a(z Cipi, Z ¢jj) = a(w, w)
i3 i J

der w = ), ¢ip;. Siden {p;} er linesert uavhengige og ¢ # 0 sa er w # 0 og dermed er
¢l AZ > 0 sa A er positiv definitt.
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6.3.2 En viktig egenskap ved lgsning av (V},)

La u og U veere lgsning av henholdsvis (V) og (V},). Da gjelder

alu—U,u—-U) < alu—V,u—V) foralle Ve, (6.5)

Dersom vi bruker a(u — V,u — V') som et mal pa feilen i V' som tilnegermelse til u, sa er
altsd U den beste tilneermelsen til  vi kan finne i rommet S},

Bevis. Vi har a(u,w) = (f,w) for alle w € S D S}, og a(U,w) = (f,w) for alle w € S},
Trekker vi disse ligningene fra hverandre far vi

alu—U,w) =0 for alle w € S}, (6.6)
La na V € S}, veere vilkarlig og sett w =V — U € S. Da er
alu—Viu—=V)=alu—-U—-w,u—U—w)=a(u—Uu—U) —2a(u—U,w) + a(w,w)

P& grunn av (6.6) og fordi a(w,w) > 0 far vi at a(u — U,u —U) < a(u—V,u— V) for alle
Vels, O

6.3.3 Minimaliseringsproblemet og navnekonvensjoner

Vi kan naturligvis lage en approksimativ versjon av (M) ogsa ved & la

(M},) Finn U € S, slik at

PU)= ‘I/Iélsli P(V)

Nar vi bruker

kaller vi det Galerkins metode

Néar vi istedet gjor
D) — M) — (M)

kalles det Rayleigh-Ritz metode.

Rayleigh-Ritz tankegangen kan bare brukes nar problemet (D) er selvadjungert (sym-
metrisk + en teknisk tilleggsbetingelse som oftest er oppfylt for problemer fra anvendelser).
I sa fall gir Galerkin og Rayleigh-Ritz det samme ligningssystemet Ax = b, s& metoden blir
gjerne omtalt som Rayleigh-Ritz-Galerkin (RRG). Galerkin kan ogsé brukes pa problemer
som tkke er selvadjungerte.

6.3.4 Endimensjonalt problem

La oss ga tilbake til det endimensjonale problemet med uttrykkene (6.3) og (6.4) for indre-
produkt og bilinezer form.

Klassisk RRG — ;(z) = 2/(1 —z), j = 1,...,n. I dette tilfelle blir

2

(©i, Pr—s) = EEDEDE 1<i<k.

Du kan jo selv sjekke at disse funksjonene er i S.
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Endelig elementmetode Vi skal her velge en basis av pyramidefunksjoner eller hatt-
funksjoner . Del intervallet [0,1] inn i N = n + 1 intervaller av lengde h = 1/N og sett
xr = k h for heltallige k. Vi definerer ¢, k=0: N ved

1— 3z —ag|, z€[0,1]: 241 <2 < Tpsr

er(z) =
0, x €[0,1] : & < xp_q eller > xp1q
Merk at ¢y kun er den hgyre halvdelen av hatten, mens ¢ kun er den venstre halvdelen,
som pa figuren. Disse to endefunksjonene er imidlertid ikke med i S siden de ikke er 0 pa
randen av omradet. Derimot er ¢ € S, s = 1,...,n, siden de er null pa randen og har
stykkevis kontinuerlig derivert. Linessrkombinasjoner av ¢y tilhgrer naturligvis ogsa S

U(z) =Y cppr(z) € S
P

Spesielt merker vi oss at ¢ (cj) = 0k, der vi bruker kronecker-delta som er 0 for k # j og
1 for k = j. Dette forer til at U(zy) = ck.
C
4
Cs Ss

0 1
Vi kan na beregne koeffisientmatrisen A hvis ij-element er a(y;, ¢;). Dette blir spesi-

elt enkelt fordi ¢ og dens deriverte kun er ulik 0 pa de to delintervallene [zj_1,x] og
[k, Tk+1]. Dermed blir produktet ¢/ - goz- identisk null hvis |i — j| > 1. Samlet far vi

X 0 hvis [i — j| > 1
a(ei, ¢j) :/0 oL - gp} dx = Oh%(—%)dx = —% hvis i —j] =1
hldr=2  hvisi=j

Hgyresiden b av ligningssystemet har elementer

1 Tj41
bj=/0 f-stdx:/ frpjde

i—1
Siden Uy := U(xy) = ¢x kan vi na lage en differensligning for U ved & skrive
1

E(—Uj_1+2Uj—Uj+1):bj, Uyp=Uyn =0.
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Dette er ikke helt det samme som differensligningen vi ville fatt ved & erstatte —u” med
sentraldifferenser (—u”(z,) — 7262Up,) fordi hgyresiden er et integral som vi ikke uten
videre kan beregne eksakt. Men la oss si at vi approksimerer integralet ved & sette

by ~ f(z;) / T (@) de = ()

Tj—1

da er vi tilbake til det nevnte differenseskjemaet.

6.3.5 Todimensjonalt problem — Endelig elementmetode med triangu-
leere elementer og linezre elementfunksjoner

Vi antar at  kan settes sammen av trekanter.

Om ngdvendig ma vi da deformere 02 litt. En
trekant kalles et element, og dens hjgrner kalles ; \ ; \ ; \
noder eller knutepunkter.

Notasjon:

T}: mengden av alle elementer K.

Dermed har vi Q) = U K
KeTy,

diam(K): Lengden av lengste side-
kant i K.

h: maxger, diam(K)

Vi kaller som fgr funksjonsrommet for tilngermet lgsning for Sp, som vi na lar besta av
stykkevis linesere funksjoner av x og y. Nar vi snakker om linezre funksjoner her me-
ner vi funksjoner av typen f(z,y) = a + bz + cy, som strengt tatt ikke er lineser fordi
f(x1 + Axo,y1 + Ay2) # f(2z1,y1) + Af(x2,y2). En riktigere betegnelse kunne veert affine
funksjoner eller bivariate polynomer av grad 1. Men vi skal likevel bruke begrepet linesere
elementfunksjoner i fortsettelsen. La v veere en funksjon som er definert pa 2 og la K veere
et element i Q. Restriksjonen av v til K, betegnet v|g, er den funksjonen som fremkommer
nar vi innskrenker definisjonsmengden for v til K. Vi definerer na

Sp={v:veC(), v=0padQ, v|g lineer for enhver K € T},}

Notasjonen C(Q2) betyr som fgr “kontinuerlig i 2. Nar vi sier v|g lineser, betyr dette at
v(z,y) har formen

v(z,y) =ax +bxx+cxy for (z,y) € K.

der ag,bg, ck er konstanter.
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Det trengs 3 parametre for & bestemme
v| Kk, og vi kan benytte de tre funksjonsver-
diene i hjgrnene L, M, N pa figuren. Hvis
L,M,N har koordinater hhv (xr,yr),
(zar,ym),(zN, yn ), s kan vi skrive opp de
tre ligningene

ag +bgxp+cxyp =vp, P=L M, N

Dette er altsé tre ligninger for ag, bx, cx.

Formfunksjoner. Vi kan lage tre linesere funksjoner ¥r,¥as, ¥ til et gitt element K
der

Yr(zp,yr) =1, Yr(ra,ym) =0, Yr(zn,yn)=0.

Tilsvarende krav gjelder for ¥5; og ¥y, en far tre “pyramider” med toppunktet vertikalt
over hhv L, M og N som pa figuren. Vi kan dermed skrive

-

M

vk = v + vmYm + oNYN

1
1
L
N N
L
N
M M

6.3.6 Konstruksjon av formfunksjonene

Fordi disse trekantelementene kan befinne seg pa vilkarlige posisjoner i zy-planet, kan det
vaere en fornuftig strategi & danne formfunksjonen pé et referanseelement, og s& trans-
formere definisjonsomradet for hver enkelt trekant. Vi lar referanseelementet ha hjgrner
(0,0), (1,0), (0,1) og illusterer med en figur
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up yA

10 L N
—>
— & M > X
© ©,
xo(§m) = 1-(&+n) Yr(e,y)
xi(émn) = ¢ — Yy, y)
x2(§&m) = 7 YN (z,Yy)

La na hjgrnene L, M, N ha koordinater (xr,yr), (xar,ym) og (xn,yn). Vi transformerer
punkter i én-planet til punkter i xy-planet gjennom

(v)= () eme () me= (i i)
) YL n Ym —Yr YN — YL

Matrisen Tk er inverterbar hvis og bare hvis ikke alle punktene L, M, N ligger pa samme

rette linje. Vi skriver
( ¢ ) o ( 5 - ) _ ( (@) )
U K\y-u ra(z,y)

Formfunksjonene kan né skrives

Yr(z,y) = xo(ri(z,y),ra(z,y))
’(ﬁM(CE,ZU) = Xl(Tl(LU,y),TQ(.'L’,y))
Un(z,y) = xa(ri(z,y),ra2(z,y))

6.3.7 Basisfunksjoner for S), pyramidefunksjoner

For alle noder P i trekantnettet definerer vi en basisfunksjon ¢p(z,y). ¢p skal veere kon-
tinuerlig for alle (z,y) € €. For alle elementer K € T}, krever vi at ¢p|x er lineer og
dessuten

1 hvis Q=P
PPIQY) =\ ¢ yis Q£ P
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P kan gjerne tilhgre 01, i séfall blir litt av pyramiden borte. Definer
Z ={P:Pnode, PeQ}

det vil si Z er megden av indre noder. Hvis P € Z sd er pp € S.
Mengden av funksjoner {¢p : P € Z} danner en basis for det vi tar som rommet Sy,
en har altsa

1. Enhver v € S}, kan skrives v = va Yp
peEZ

2. {pp}pecz er lineert uavhengige

6.3.8 Elementmetodelgsning av (D)

Vi nummererer nodene i Z fra 1 til n. La ¢p veere pyramidefunksjonen knyttet til node
P. Sett

n
U(.f(},y) = ZUq QDq(.’IJ,y)
q=1
for konstanter Uy, ...,U,. Bestem na Uy, ..., U, ved at

a(U,V) = (f,v) foralleVeS,
(3

a(U,pp) = (f,pp) forp=1,....,n
(3

ZZ:l a(ep, o) Ug = (f,pp) forp=1,....n

Skriver vi U = (Uy,...,U)T, b = (biy...,by)T der by, = (f, ), og lar A vaere den

symmetriske matrisen med pg-element a(pp, ¢4) sa har vi ligningssystemet
AU =b

Tilsvarende et tidligere bevis for det endimensjonale tilfellet kan vi ogsa her konkludere
med at A er positiv definitt. Dessuten er A glissen (sparse) fordi o,y = 0 hvis p # g og node-
ne tilhgrende (p, q) ikke er nabonoder. Matrisen A kalles i litteraturen for stivhetsmatrisen
(det har ingen ting med stive ODE’er & gjore).
6.3.9 Beregning av stivhetsmatrisen ved innaddering
Vi lar som for mengden av alle elementer kalles for T}, slik at Q = {Jc7, K. Dermed er

a(u,v) :/Vu‘VvdA: Z / Vu-VovdA
Q KeT, ' K

For enhver K € Ty definerer vi

aK(u,v):/ Vu-VodA = a(u,v)= Z a® (u, v)
K KET,
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Spesielt blir naturligvis

a(p, pq) = Z aK(‘Pp790q)
KeTy

La K veere et element med hjgrner ¢, j, k og med formfunksjoner 1,Z)Z-K, @ZJJK, 11[}]5 Da har vi
wf hvis p =i, 5, eller k

olx =
0 for alle andre p

Tanken er her at vi holder elementet (trekanten) K fast, og sper oss om hvilke pyramide-
funksjoner som er ulik 0 pa K.

Vi definerer na en 3 x 3 elementstivhetsmatrise for K
AR e R¥D der AL = a™(¢p, ¢q), p.q € {i,j.k}

selv om matrisen er 3 x 3 s& bruker vi indekser i, j, k for de tre rader/kolonner. Da gjelder
for hele stivhetsmatrisen at

Apg = Z Af,g sum over K som har p,q som hjgrner.
K
Helt tilsvarende definerer vi det lokale indreproduktet

(u, v)E :/ uvdA
K

Da har vi

<fa§0p> = Z <f7§0p>K

KETh
For hver K lager vi en elementhgyreside

b = F 00T, by = (el = (f), =ik
A og b kan na beregnes slik
- Nullstill A, b

- La K lgpe gjennom T}, og for hver K med hjgrner i, j, k beregn Ag, p,q=1,7,k og
b p=i,j. k.

- Sett Ay, :qu+A§] og bp:bp+b£(.
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6.3.10 Et omfattende eksempel uten innaddering

4

Q=(0,u) x(0,v)

7 g 9

14
h=9=7%N 4 5 6
T 2 3

Antall noder: (M — 1)(N —1).

L»X

Vi regner koeffisienter og hgyresider i AU = 5, direkte fra definisjonen av A,, og b,
uten bruk av innaddering. Vi vet at A,, = 0 hvis p og ¢ kke tilhgrer samme element, sa
det holder & se pa noder omkring p som vist pé figuren, disse nodene er merket i, j, k, £, r, s.
Vi setter




82 KAPITTEL 6. EN INTRODUKSJON TIL ENDELIGE ELEMENTMETODER

K ©p Pi Pk ©j o or Ps
Vp Voi | Vi | Vyj | Vor | Vor | Vo,
1 1-¢ 0 0 0 E—n 0 i
(_67 0) (8’ _5) (07 5)
21 1-9 0 0 0 0 n—¢& | ¢
(07 _5) (_575) (570)
3(1+¢—n| © —¢ 0 0 n 0
(5’ _5) (_5’ 0) (07 5)
41 1+¢ —n | n—¢ 0 0 0 0
(6,0) (07 _8) (_575)
51 1+n —¢ 0 £—n 0 0 0
(07 5) (_57 0) (53 _5)
6 |1—¢+n| 0 0 — 3 0 0
(_875) (07 _5) (570)

Vi merker oss at arealet av hver trekant er %h2. Vi beregner

1
a(wp,wp):/52+/62+/252+/52+/52+/252:h2852:4
1 2 3 4 5 6 2

Videre er

a(pp, 1) = / (2.0) - (0,—) + / (0,) - (—2,0) =0

4 5

09 0a) = / (—2,0)- (0,¢) + / (0, )~ (£,0) =0

1 2

For hgyresiden har vi
6

bp:<f790p>: Z<f790p>K

K=1

og lengre kommer vi ikke uten & kjenne f. Men

6
by = f(p, yp) Z / ppdA = h2fp
Kk=1"K

Sjekk selv integralet av ¢, ovenfor ved 4 summere volumet av 6 tetraedere. Ligningene har

altsd formen

4Up—Uj—Uk—Ug—UT:/f~(ppdA
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6.3.11 Feilen i U

Utledning av skranker for u — U bygger pa ulikheten (6.5), nemlig at
alu—Uu—U)<a(u—V,u—V) foralleV €S,

dette betyr altsa at
/ IV(u—U)?dA < / IV(u—V)*dA for alle V € Sy,
Q Q

La nd V = @ der @ er funksjonen fra Sj, som interpolerer u i nodene i nettet (Z). Vi kan
da skrive

U= Z Up Pp> up = u(Tp, Yp)
peEZ

dvs u, er den eksakte lgsningen av variasjonsproblemet. Et uvurdelig hjelpemiddel i analyse
av elementmetoden er de sakalte Sobolevnormene

1/2

= [ S 10i0juPda
Q

i+j<m
Spesielt har man da at || - [|o blir den vanlige L*-normen
1/2
ol = ( [ 1P aa)
Q
Mens || - ||m, m = 1,2, ogsa kalt H™-normen blir

1/2
lulh = ( JRECRTRERTS dA)

1/2
Julls = (| (1 + 020 + 0,0 + 1020 + 03P + 20,0, 44
Q
Fra approksimasjonsteorien kan vi hente fglgende resultat
(a(u—ii,u—@))"* < K [lufl2 h

hvor K er en konstant, og h er som tidligere definert, stgrste avstand i mellom 2 nabonoder.
Denne ulikheten kan videre benyttes til & vise at

lu—"Ullo < C |ull2 h?

6.4 Problem med inhomogene randkrav
La oss na se pa Poisson’s ligning med inhomogene randkrav

—Au = f, i Q
u=g, pa 092
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Dette problemet kan transformeres til et problem med homogene randkrav (dvs u = 0
pa 02) ved at man finner en funksjon w som oppfyller w = g pa 9 og setter u = v + w.
Dermed méa v oppfylle

—Av=f+ Aw i Q
v =0, pa 0Q

Ekvivalent kan man lgse variasjonsproblemet:
Finn v € S slik at a(v,() = (f,{) —a(w,() foralle ( € S
Forer vi na u tilbake kan vi skrive: Finn v € H' slik at

U=y pa 02
a(u, ) = (f,¢) for alle ¢ € S

Nar vi her snakker om H! si kan du for enkelthets skyld (og litt upresist) tenke pa dette
som funksjoner som er kontinuerlige i 2 og med stykkevis kontinuerlige partiellderiverte,

men som i motsetning til funksjoner i S ikke behgver & veere 0 pa 0€). En har naturligvis
ScH.

6.4.1 Tilneermet lgsning av inhomogent problem

La oss na si at
Z: mengden av indre noder i nettet

B:  mengden av randnoder i nettet

Sett sa
U= Z Uppp + ng@p
peEZ peEB

der den fgrste summen approksimerer v og den andre approksimerer w. Merk at funksjonene
©p, p € Bikke er med i S de er avkuttede pyramidefunksjoner sentrert pa randen.
Vi bestemmer néa U, ved & forlange at

a(U, V)= (f, V) for alle Ve S},
som er ekvivalent med at

> alep, U = (f.0p) = Y _ gra(pp,or)  forallep e 2.
qEZ keB

6.5 Andre elementer og elementfunksjoner
Trianguleere elementer og stykkevis linesere elementfunksjoner var de fgrste elementtyper og

funksjoner i bruk. I dag brukes mer kompliserte funksjoner og former. Vi skal ga igjennom
noen eksempler.

Triangulere elementer, kvadratiske elementfunksjoner
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Vi inkluderer na noder midt pa hver side- H
kant. Sy, skal besta av kontinuerlige funk-
sjoner v hvor v|k er et andregradspolynom
iz ogy for hver K. Vi kan finne 6 form-
funksjoner

Y = al bl at By dl ey + 1

slik at

1, =
lbf(wq?yq):{ 0 Z#i

I

sé for v € Sy, gjelder

V| = vl + ol +opyl + ol +omvly + o

der v, = v(zp,yp) for p = I,J,H,L,M,N. Av formfunksjonene lager vi basisfunksjoner
som néa blir pyramider med krumme sideflater. Vi skriver som fgr

U= Uy

peEZ

X s
05
7 o8 08 1

5 o1 0z 03 04 05 06 O

Vi plotter ogsa basisfunksjonen ¢, for trekantnettet brukt som eksempel tidligere.
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12—

08—

06—

04—

02—

Kvadratiske elementer, bilinesere elementfunksjoner

Vi antar né for enkelthetsskyld at vi har D C
konstante skrittlengder h i begge retnin-
ger. En bilineser funksjon har formen

flz,y) =a+bx + cy + dxy

vi kaller den bilineger fordi dersom vi hol- K
der den ene variablen (av z og y) konstant,
sa blir det en rett linje i den andre. Vi lar
Sy, besta av kontinuerlige funksjoner som
er stykkevis bilinezere.

A B

Vi innfgrer na formfunksjoner relativt til [0, 1] x [0, 1] ved

P En) =01-91—n)

Vi (&) =€ —n)
YE (& m) =€
v En) =(1-8&n
og finner tilsvarende funksjoner relativt til vilkarlige kvadrater ved a la
fzx_an n:y_yA

h h
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Da kan v|g der v € S}, skrives
vl =va¥h +opvE +vcyE +up i+

hvor v, = v(xp,yp) for p = A, B,C, D. Sa v|g er entydig gitt ved sine verdier i hjgrnene
av K. Fra formfunksjonene finner vi basisfunksjoner

QE 1-(1-n) iE
o = o= 1+91-n) iE F E
p o= (1+90+n) iE
P = (1-90+n) iE m
Vi har her G H
_31‘—.1‘ _y—y
{=—7" ="

Funksjonen ¢, er karakterisert ved at den er kontinuerlig i €2, stykkevis bilineser og oppfyller

1 g=p
©p(Tq; Yq) :{ 0 g#p

6.6 Generelle 2. ordens differensialligninger

La oss na se pa det mer generelle problemet

—Lu={f iQ (6.7)
u=g pa 0N (6.8)
hvor .
Lu = augy + 2bugy + cuyy +dug +euy +ku

Koeffisientene a, b, c, J, €,k kan avhenge av z og y. Hvis a,b og c er deriverbare kan Lu
omskrives til
Lu = (auy +buy)y + (bug + cuy)y + dug +euy + ku

der 3
d=d—a; — by, e=¢e—by—cy

Vi modifiserer na Greens identitet ved & anvende divergensteoremet pa vektorfeltet

> a b
X(z,y) = v AVu, A_<b c)

slik at vi far
/vV-(AVu)dA:/ UAVu-ﬁdS—/Vv-AVudA
Q o0 Q

der 7 = (ng,ny) er en utadrettet normalvektor av lengde 1. Bruker vi dette pa Lu og
skriver ut uttrykket far vi

/vLudA: v ((aug + buy) ng + (buy + cuy) ny) dS+
Q o0N

/(—vm (aug +buy) — vy (bug + cuy) +v(dugy +euy +ku))dA
Q



88 KAPITTEL 6. EN INTRODUKSJON TIL ENDELIGE ELEMENTMETODER

Siden randintegralet vil forsvinne dersom vi velger testfunksjoner som forsvinner pa of2
virker det naturlig & definere den bilinesere formen

alu,v) = /(vx (aug + buy) + vy (buy + cuy) — v (dug + euy + ku))dA
Q

Vi lar S bety det samme som for, og erstatter na differensialligningsproblemet (6.7) og
(6.8) med

Finn v € H! (u kontinuerlig og u,, u, stykkevis kontinuerlige) slik at

a(u,v) = (f,v) for alle v € §
u=g, pa 002

Dette problemet lgses tilnsermet som for

U= Z Uppp + ng‘f’p

peEZ peEB
a(U,¢q) = (f,pq) forallege Z

Koeffisientmatrisen A med elementer Ay, = a(pp,¢q) er generelt ikke symmetrisk og
behgver ikke & veere reguleer (inverterbar). Vi er sikret regularitet hvis vi forlanger at det
fins en konstant v > 0 slik at

a(u,u) > y||lul|?  for enhver u € S.

Her er |[ullf = [o(u® 4+ |[Vul?*)dA. Egenskapen kalles koersivitet . Differensialoperatorer L
slik at « er koersiv kalles S-elliptisk (i rommet S). Hvis L er S-elliptisk, vil L veere elliptisk
i hvert punkt, det vil si ac — b > 0 overalt i Q.



Kapittel 7

Hyperbolske ligninger

7.1 Eksempler pa ligninger

1.

Det mest bergmte eksemplet pa en hyperbolsk differensialligning er kanskje den li-
neaxre andre ordens bglgeligningen

2
Uty = C Ugy

eller i flere romdimensjoner
Ut = CQAU

. Hvis vi ser pa en generell andre ordens skalar lineser PDE i to dimensjoner av typen

A Ugz + 2bUgy + CUyy + dug + euy + fu =0
der a,b,c,d, e, f er funksjoner av x,y, sa er denne hyperbolsk dersom
b? — ac > 0.

Merk at her spiller y rollen som ¢ i ligningene ovenfor.

. En mye studert ligning som fins i mange anvendelser er den sakalte konserveringsloven

up +ce(x, tyu)uy =0

Dette er altsa en skalar, fgrste ordens kvasilineser PDE som vi ogsa sier er hyperbolsk.
En slik type ligning kan for eksempel brukes til & beskrive trafikkflyt langs en vei.

Systemer av fgrste ordens lineaere ligninger med konstante koeffisienter kan beskrives
ved
ur +Aug =0 (7.1)

der u € R™ og A er en reell n x n-matrise. Dette systemet er hyperbolsk hvis A er
diagonaliserbar med reelle egenverdier.

. La oss se pa et ikke-linesert hyperbolsk system av ligninger som beskriver en viktig

anvendelse, nemlig gruntvannsligningene (shallow water equations pa engelsk). Vi
skriver ned disse i en romdimensjon, og lar v(x,t) veere vannhastigheten i punktet
ved tid ¢, mens z(z,t) maler (den vertikale) bglgehgyden i forhold til en likevektspo-
sisjon.

Massebevarelse 2zt + (vz);, =0

Impulsbevarelse v + (%’UQ +2),=0

89



90 KAPITTEL 7. HYPERBOLSKE LIGNINGER

6. Vi skriver na ned generelle diffligninger pa bevarelsesform

ut + (f(u))g = 0. (7.2)

Her er v € R™ mens f: R™ — R" er en ikke-linezer avbildning. Et spesialtilfelle der
f(u) = Au for en n x n matrise A er gitt ved (7.1). For at (7.2) skal veere hyperbolsk
krever vi at jacobimatrisen Df = f’(u) er diagonaliserbar med reelle egenverdier.

7.2 Karakteristikker

Vi skal introdusere et modellproblem som vi skal bruke ganske mye i det som fglger
us +auy, =0, —oco<x<oo, t>0, a>0 (7.3)
der a altsa er en konstant. Initialverdi ma oppgis for hele R

u(z,0) = f(x), —00 < T < 00.

For denne enkle ligningen er det faktisk h

mulig a skrive ned eksakt lgsning, som er X—at=xXg

u(z,t) = f(z — at). u(x,t)=f(x)

Sjekk selv ved innsetting at denne oppfyl-
ler (7.3). I (x,t)-planet er det altsa en rett
linje der u(z,t) er konstant, nemlig linjen
x = xo + at der u(z,t) = u(xg + at,t) =
f(zo+at—at) = f(xg). Denne linjen kalles

for en karakteristikk. X
Konstante verdier av u forplanter seg altsa fra initialverdien u(zo,0) = f(zo) og fram-

over i tid. Hastigheten blir det resiproke av stigningstallet til kurven. Er kurven vertikal
sa er altsa stigningstallet uendelig, og hastigheten blir 0. Dersom karakteristikken skrar
oppover mot hgyre s forplanter verdien u(xg,0) seg mot hgyre. I et zu-plott kan vi tegne
Igsningen ved to ulike tidspunkt

- X

usg
t=t 0 t=

Y

> X
La oss na se pa den mer generelle ligningen
ut + a(z, t) ug = b(z,t) (7.4)
Karakteristisk diffligning for (7.4)
% — a(z,1) (7.5)
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Anta né at xg og tg er gitt og la

T = 9(3307 to, t) x=g(X,tg,t)

veere en lgsning av (7.5) som oppfyller
x(tp) = xo. La u(x,t) veere en lgsning av (Xgtp)
(7.4) og se pa i

o(t) == u,t)],_, = ulg(wo, to, 1), 1) Karakteristikk v gjennom (zo, to)

Her angir v lgsningen u(x, t) langs kurven . Vi kan derivere v med hensyn pé tiden og far
ved bruk av kjerneregelen for derivasjon

dx
") = v —
v'(t) <ut+u dt)

Vi ser altsd at langs karakteristikken er v'(¢) en kjent funksjon av ¢, s vi kan finne v ved
integrasjon

= (w + a(z, t)us)|,—, = bz, t)|,—,

r=g

t
U(t) - U(t()) +/ b(l’, S)|x:g(mg,to,s) ds.

to

Hvis vi kjenner u(xg,ty) kan vi finne u(z,t) for (z,t) € v fra formelen

u(zx,t) = u(zo, to) + tt b(g(xo, to, s),s)ds (7.6)

Spesialtilfelle: b(x,t) = 0 impliserer u(z,t) = u(zo, to) for alle (z,t) € ~.

Startverdiproblem for (7.4). Anta at u(z,t) oppfyller PDE’en (7.4) samt at
u(z,t) = f(z,t) langs en kurve ¥ : x = o(t)
NB! ¥ skal ikke veere en karakteristikk.

th
Lgsningsmetode: Beregn karakteristikken karakteristikk
x = g(xo,to,t) gjennom punktet (xg,%o)
pa X. Bruk deretter (7.6) med u(xo,ty) =
X ,to)
f(@o, to). Y
> X

Et enkelt eksempel. La oss se pa det enkleste problemet
ut + augy =0 a € R.

Karakteristikkene blir da
dx
- Aad x = g(zo,to,t) = o + a(t — to)
La oss for eksempel si at kurven ¥ er z-aksen der u(x,0) = f(z) dvs vi har ¢y = 0.
Karakteristikken gjennom (z,t) krysser apenbart z-aksen i z9 = = — at der lgsningen er
u(xo,0) = f(xo) = f(z — at) og vi har reprodusert eksakt lgsning som vi har presentert
tidligere.
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Start /randverdiproblem for u; + au, = 0. Vi formulerer problemet for 0 < z < oo
og t > 0. Anta na for enkelhets skyld at a > 0.

Startverdi wu(z,0) = f(z), x>0 44
Randverdi u(0,t) = h(t), t>0

A
= - /
Eksakt lgsning til dette problemet er gitt
ved
f(x — at), x—at>0 - x
u=f

u(m,t):{ h(t —z/a), x —at <O0.
Merknad. Vi kunne godt ha brukt to render, for eksempel x = 0 og x = 1 ovenfor, men
det blir da galt a spesifisere lgsningen langs linja x = 1.

7.3 Eksplisitte differenseformler for u; + au, = 0

A
t n+1
n
T = mh, t, =nk n—1
u:vlz = U(:L’m, tn)
m-1 m m+1
B X
Ulike diskretiseringer
1
Oyup, = E(u"m+1 —uy,) + O(k) (7.7)
1
1
Oy, = =l — ufy) + O(h) (7.9
n 1 n n
Ot = 5 (U g1 = Um1) + O(h?) (7.10)
Om vi velger (7.7) og (7.9) far vi
1
St =) + (g, = ) + O(k) + O(h) = 0
og dermed for den numeriske metoden
k
Up't = (1 —ap)Up +apUp_y,  p=7 (7.11)

Avbruddsfeilen blir 77 = O(k?) + O(kh). Om vi skulle finne pa & velge (7.10) for u, far vi
istedet

n n 4P
U’ﬂ‘ﬁ1 = Um - ?( 7?14—1 - 77717,—1) (712)

Her blir 77 = O(k?) + O(kh?), tilsynelatende en framgang i forhold til (7.11) men som vi
skal se senere: (7.12) er alltid ustabil for dette problemet!
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Lax-Wendroff’s formel. Fra diffligningen kan vi utlede
g = (—aug); = —a(ug)y = —a(—auy)y = a*Ugy

Vi lager na en formel ved & rekkeutvikle uF! til andre orden, bruke diffligningen, og
deretter diskretisere romderiverte med sentraldifferenser. Vi far da

ultt =l + kOl + 1 k? 0ful + O(K?)
= uy, — ak Oyuyy, +2(ak) agu”m—i-(’)(k?’)
2, n 2 3
=ul —ak%( — )++ (ak)? ﬁéxum—i-O(kh)%-(’)(k)

Herfra kommer

Lax-Wendroff’s formel for u; + au,; = 0

1
Ut = Up = S (U = Unny) + 5 (ap)? 82U, (7.13)
Avbruddsfeil
= O(k*) + O(kh?)

Hoppe-bukk formel (Leap frog).

‘ n+l

1 n+l _  n—1 2
Opur, = 2% — (upy up ) + O(k%)
n 1 n
axum - %(um—‘rl - um—l) + O(h2>
—@ D ®—n .
Vi far dermed formelen Hoppe-bukk
formel (leap-frog) for u; + au, =0
U™ =Unt = ap(Up 1 — Up_y)
$ =1 Achruddsteil: 7 = O(k?) + O(kh?)
m—1 m m+1

Legg merke til at dette er en to-skritts (tre-niva) metode i tid. Derfor trengs en spesiell
oppstartingsmetode, akkurat som for flerskrittsmetoder for ordinaere differensialligninger.

7.4 Stabilitet

Courant-Friedrichs-Levy betingelsen Vi ser fremdeles pa ligningen u; + au, = 0.
Anta at vi har en differensformel av typen

Ut = a1 U2 + aoUR 4+ aq U L1 d (7.14)

Vi studerer na avhengighetsomradet for U;}. U avhenger av U 4o der —n < £ < n.
Avhengighetsintervall for U pa z-aksen er I, [mm ns Tmtn)-
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O/E\O
Rt gy
S i

La oss na holde x,, = «* = mh og t, = t* = nk fast i det vi lar h og k g& mot null

og m,n ga mot uendelig samtidig. Anta ogsé at dette gjores slik at p = k/h = konstant.
Endepunktene for I}, blir da

h t*

Tman =2 tnh=z"+t"'— =2+ —

k p

Sa Il = [z*— %, x*+ %] Merk at dette intervallet er fiksert nar h og k gar mot null slik det

er beskrevet ovenfor. La v veere en karakteristikk for u; +au, = 0 som gar gjennom punktet
(z*,t*). Denne har stigningstall a og skjeerer z-aksen i z* — at™ sa u(z*,t*) = f(a* — at*).
Dersom z* — at* ¢ I betyr det at den beregnende approksimasjonen U bygger pa
initialdata som ikke inkluderer f(x* — at*) uansett hvor liten h og k er. I situasjonen pa
figuren kan man derfor ikke ha konvergens mot eksakt lgsning for alle initialverdier nar
h,k — 0.

(x"t%)

x"—at” X' —t'/p X +/p

Ngdvendig kriterium for konvergens: CFL-betingelsen. Karakteristikk gjennom (x*,¢*)
ma skjeere x-aksen i et punkt i avhengighetsintervallet for x,, = «*, ¢, = t*. CFL er en
forkortelse for Courant-Friedrichs-Levy.

Prinsippet gjelder ogsa for krumme karakteristikker, slik som nar a = a(x,t).

Karakteristikken gjennom (x,,t,+1) ma n+1

skjeere linja t = t,, mellom ytterpunktene
av de to m-verdiene som brukes i forme-
len, slik som angitt pa figuren. Karakteris-
tikkene mé aldri forlate avhengighetsom-

ot ' n
rade m—1 m m+1

La oss se hva kriteriet blir med konstant a og en differensformel av typen presentert ovenfor.
Vi har da kravet

Y

=t p<axt—at" <z"+t"/p

som gir |alp < 1. Dette er altsd et ngdvendig kriterium for konvergens for alle mulige
differenseformler av typen (7.14).
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Von Neumann-betingelsen. Vi minner om denne betingelsen, diskutert tidligere i kur-
set, som bygger pa Fourieranalyse. Metoden gar ut pa a sette

Ur = ¢nefrm = /1 (7.15)

inn i differensligningen, og deretter lgse denne med hensyn pa forsterkningsfaktoren &.
Stabilitetskrav er da
|| <1 for enhver g € R.

Stabilitet av Lax-Wendroff’s skjema. Vi minner om formelen som gjelder for pro-
blemet u; 4+ au, = 0

1 1
U — §ap( mi1— Un1) + i(ap)Q(Uf,ﬁﬂ =20, +Up )
Om vi setter inn (7.15), forkorter med £"e'#*m pa hver side og bruker e'#" = cos fh+isin Sh
far vi
. 5 9. 2Bh . .
&€ =1—1iap sinBh + (ap)*(cos fh — 1) =1 — 2(ap)“sin - —iap sin Bh

Vi har her benyttet den trigonometriske identiteten cos fh = 1 — 2sin? B noe vi gjgr ogsa

2
Bh
5
€2 = (1 20232 1 12(1 — cos? ) = (1 - 2r2%)? 4 r2(1 (1 - 2°))
=14 + 4t + 2 + 2 —r?(1 — 4¢® + 4¢Y)
=1—-42(1-rH)¢g

Vi krever da

nedenfor. La oss definere r = ap og ¢ = sin

1—4r2(1—-r2)¢* <1, 0<g<1
T
42(1-1r%) >0
T
Ir] <1
T

lajp <1

sa vi far akkurat det samme kravet som CFL-betingelsen gir.
En enklere formel & sjekke er den “naive” formelen (7.12) som vi advarte mot

Um+1 = Um - ?( m+1 m—l)
Vi far da
¢=1—1iapsinph (7.16)
slik at

1€)? =14 (ap)?sin® Bh > 1
for nesten alle 3, det vil si den er ustabil for alle skrittlengder. En interessant modifikasjon

av denne darlige metoden kan en fa ved & erstatte

Unn

1
med 5 (U,,:LL_l + U,,.’r;/l_’_l)
I von Neumann analysen erstattes da uttrykket for £ i (7.16) med
& =cosBh —iap sin Gh,

og en finner at |¢||2 = 14 (1 — (ap)?) sin? Bh slik at en far stabilitet hvis |ap| < 1. Denne
metoden har navnet Laz-Friedrichs.
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7.5 Implisitte metoder for u; + au, =0

Implisitte metoder kan bare brukes pa start /randverdiproblemer. Vi ser altsa pa problemer
av typen
y

us + auy, = 0, z>0,t>0
u(@,0) = f(z), =>0
u(0,t) =g(t), t=0

u=g

u=f

Den enkleste implisitte formelen. Vi forsgker med enklest mulig diskretisering av
deriverte 1 (@, tnt1)

1

8tuﬁb+1 = %(u%"l —up) + O(k)
1

Dt = T — it + O(h)

som gir formelen

Uptt = Upy + ap(Up ™ = Upt) = 0

Vi kan lgse eksplisitt med hensyn pa U™t og far da

n+1l __ ap n—+1 1 n
Um _1+ap m—1 1+apUm'
Selv om superskript n + 1 inngar pa hgyre side av denne ligningen s& er metoden i praksis
eksplisitt dersom vi beregner lgsningsverdier pé tidsniva n + 1 fra venstre mot hgyre. For
beregning av U{“Ll ser vi at denne avhenger kun av U(;"H pa tidsniva n + 1 og denne er
gitt som ¢(t,+1). Denne beregnede U{Hl brukes deretter til beregning av U;H 0Sv.
Vi finner at metodens avbruddsfeil er gitt som

1
T =% (a®k* + ahk) O2ul, + -+ = O(k* + hk)
ut + auy, =0
Wendroff’s metode. Vi gjgr en form for boksintegrasjon [}

thtl [Tm+1
/ / (ut + aug) dedt =0
tn Tm

m+1 n+1
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Om vi bytter integrasjonsrekkefglgen for det fgrste av leddene og bruker fundamentalset-
ningen for kalkulus, finner vi

Tm+1 tn+1
/ ("t —u™)dz +a / (Umt1 — Um)dt =0 (7.17)
Tm tn

der

u" =u(x,ty), 08 Um = u(Tm,t)

N& minnes vi trapesregelen for integrasjon. Gitt en funksjon f(x) sa gjelder

ii)_|_

2

rd d 1 3 gl
[ s = 56+ 16+ a) - 5+

S& om vi anvender trapesregelen pa begge integralene i (7.17) far vi

h n n n n ak
5 <(um+1 - um) + (um++11 - um-l—l)) + =

' (s =)+ (58— ™) ) + O +4%) =

Wendroff’s metode.

(1+ap)U”+1+(1 )Un"fl—(1—ap)U[,ﬁL+1—(1+ap)Uf,ﬁL:0

Avbruddsfeilen kan utvikles omkring midtpunktet (z,, + h/2,t, + k/2) av rektanglet
R, og en far da

1 n
== (a3 K — akh2> Punt i+ = O(k* + kh?)

For a studere metodens stabilitet bruker vi Von Neumann-betingelsen igjen, med v =
(1 —ap)/(1+ ap) kan vi skrive

UM+ UM —y UL — U

m

= 0.
Ved & sette U, = eP™" far vi
£ ) = e 1 1,

som vi lgser mhp £ og far .
iBh Y +e —ibh

é—: ’7+elﬁh

Den fgrste faktoren ¢/ har absoluttverdi 1, og broken er et uttrykk av form z*/z sa det
har ogsa absoluttverdi 1. Dermed er |{] = 1 for alle 8 og vi sier at skjemaet til Wendroff
er ubetinget stabilt, dvs stabilt for alle h og k.

7.6 Hyperbolske systemer av fgrste ordens ligninger

Definisjon av hyperbolisitet, karakteristikker. Vi ser pa systemer av 1. ordens par-
tielle differensialligninger med to uavhengige variable x og t og £ avhengige variable
ur + Aug =0,

7.18
u = (ug,...,up)’, Ac R, (7.18)
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Til & begynne med lar vi A veere konstant. Hvis A er diagonaliserbar og har reelle egen-
verdier, kalles (7.18) hyperbolsk. I sé fall kan A skrives
A=TAT™', A= diag(A;)i=1.¢, ;i reelle

Vi gjgr en variabeltransformasjon

u=Tvev=Tlu

u; = Ty

Uy = T,
hvor T er en konstant matrise. Sett inn i (7.18)

T + (TAT Y Tw, = T(vg + Avg) =0
Vi har dermed dekoblet (7.18)
v+ Av, =0

T (7.19)
(Vi) + Xi(vi)e =0, i=1,....¢

For hver ligning har vi en karakteristikkligning

dx
— =N, i=1,... L 7.2

o i (7.20)
Dermed ser vi at til (7.18) herer ¢ karakteristikkligninger og ¢ familier av karakteristikker,

x = A\t + konstant, i=1,... ¢ (7.21)

Eksempel. Vi omdanner bglgeligningen
¢tt = C2¢zx
til et system av 1. ordens ligninger. Sett

uyp = ¢ta Uz = d)afv
(Ul)t = (;Stt = C2¢:1::1: = Cz(u2)az

(u2)t = Qbmt = gbtz = (ul)x

(Z;)tJr(—Ol _062)'(2;)96:0 (7.22)

Sa matrisen A i (7.18) har formen

Eller pa formen (7.18)

A har egenverdier og egenvektorer

)\1:67 t1_<_f>7 AQZ_Ca t2_<
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og er derfor diagonaliserbar:

A=TAT™ 1,

(¢ 0 [ —c ¢ 1 —1/(2¢c) 1/2
A‘(O —c)’ T‘( 1 1)’ ’ ‘( 1/(20) 1/2
Karakteristikkligninger er dx/dt = +c, og (7.22) har to familier av karakteristikker z =
+ct + konst. Transformasjon til formen (7.19)

v=T"us v =(~u/c+uz)/2, vo = (ui/c+uz)/2,

(v1)e — c(v1)z =0,
(v2)t + c(va)z = 0.

Generelt linexrt system av 1. ordens ligninger.
us + Az, t)uy + Bz, t)u = f(x,t) (7.23)
Ligning (7.23) er hyperbolsk hvis A er diagonaliserbar med reelle egenverdier

A(z,t) = T(x,t) - Az, t) - T (a,t)
A(.Z‘, t) = diag()\i('ﬁa t))i:l:l-

Variabeltransformasjon

u="Twv
ur = Tv + Ty, up =Tv, +Thv

(7.23) =
Tvs + Tyw + TAT (T, + Tpv) + BTo = f
som gir
v+ Avy, +Tw =g,
=7, + AT 'T, + T"'BT, (7.24)
g=T7'f.

Ligningene (7.24) er ikke et dekoblet system som (7.21)), men leder til karakteristikklig-
ningene for (7.23)

d
z%z&@ﬁ,i:L”wﬂ

Startverdiproblem og start /randverdiproblem. Startverdiproblemet er gitt som

ur+ Auy, =0, —oco<z<oo, t>0
u(z,0) = f(x), —oo<x < 0.

Start /randverdiproblem av type 1.
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R={(z,t):2>0,t>0
ur +Aup, =01 R
=? u(z,0) = f(x), ©>0

I tillegg trengs det et sett betingelser
for u langs t-aksen som vi skal se i
det folgende.

- X
u=f

Se fgrst pa en skalar ligning

wy + aw, =0

Karakteristisk ligning: dz/dt = a. Karakteristikker: x = at + konst.

tA

‘4 w(x,)=w(0,q)

x=at+b

w(x,t)=w(b,0)

q
B X
b
a < 0. w(z,t) er entydig kjent i R hvis @ > 0. For & bestemme w(z,?) i R ma vi
w(x,0) er kjent for z > 0. kjenne w(z,0), x > 0 og w(0,t), t > 0.

Se pa et system

ur + Auy, =0, 1R, v+ Avy, =01 R,
u(z,0) = f(z), ©>0 ] 4 _ppAp-1 v(z,0) = h(z), x=>0.
u="Twv,

h=T"f.

La A = diag()\;);=1.¢ og anta at ligningene er sortert slik at \; > 0, i = 1,...,k og
ANi<0,i=k+1,...,£ (for en eller annen k). Vi far skalare ligninger

(Vi) + Xi(vi)z =01 R, wvi(z,0) = h(x), z>0.
Her vil v;(z,t) veere bestemt av v;(x,0) = h;(z) for alle ¢ > k + 1 (karakteristikker som

peker oppover mot venstre). For & beregne v;(z,t) i R med i < k trenger vi verdier av v;
langs t-aksen. Vi kan fa disse verdiene ved & stille opp k& randverdibetingelser.

l
nyijvj(o,t) =gi(t), i=1:k.
j=1
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Ligningene ma kunne lgses med hensyn pa {v;,i = 1,...,k} det vil si C = [vi;]i j=1.x ma
veere regulaer (ikke-singuleer). Dette leder til folgende start /randverdiproblem:

ur + Auy, =01 R, At =Mty i=1,...,4,
u(z,0) = f(z), x >0, ANi>0,i=1,...,k,
Bu(0,t) = g(t). Ber k x ¢,

C=DB-:[t, -tk er reguleer.

Eksempel.

(Ul)t - c2(ug)x =0 . U1(.7}, 0) - fl(ll')
(u2)e = (w)e =0 } o (2,0 = o) } el

Brui(0,t) + Bauz(0,1) = g(t), =0,  —Pic+ B2 #0.
Start /randverdiproblem av type II.

R = {(z,t) : 0 < x <1, t > 0}. Anta at A har k positive og m negative egenverdier
(k+m <1).

t
*B = [ B =
0 %o T8 Wt Au, =0 R,
u(z,0) = f(z), 0<z<1,
BQU(O,t) = go(t), t > 0,
Biu(1,t) = g1(t), t>0.
Her er By kx £ og By er mx {.
u=f
|
0 1 X

Lax-Wendroff og Wendroff for systemer. Vi minner om Lax-Wendroff for skalar
ligning u; 4+ au, = 0

1
Ur?z-’_l = U??’L - ap#xfstﬁL + 5(&]))%5%07}1

der ppu(z,t) = S(u(z + h/2,t) + u(z — h/2,t)) er en midlingsoperator og u(z,t) =

u(z + h/2,t) —u(x — h/2,t) som alltid. Spesielt merker vi oss at

pa62Upy, = Mz(USLH/Q —Un1p2) = §(Um+1 +Un) — §(U:ﬁ +Up-1) = 5( mt1— Un—1)-

Vi formulerer na forst Lax-Wendroff for et system av ligninger u; + Au, = 0 der matrisen
A € R er konstant og U” € R’ for alle m og n

2
UM = UM — pApugd,UT + %A252U” (7.25)

T m?

dette er en noksa apenbar generalisering. Men vi lar nd A = A(x,t) veere variabel, og far
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Lax-Wendroff for systemer med variabel A, u; + A(x,t)u, =0

2
Ugjl =Uy, — pAgjl/QUzéngz + %A%—Hmdw <A;Ln+1/25:cU7¢z)

der ANV = Al tn + K/2).

Vi ser né pa stabilitet med konstant A, og generaliserer Von Neumann-betingelsen til
systemer. Vi presenterer kun oppskriften, som gar ut pa a sette

Uy, = &% Gu?

inn i differensskjemact. Na er G € R en matrise, ofte kalt amplifikasjonsmatrisen, 8 € R
er en vilkarlig frekvens, og U°? € R en vilkérlig vektor. Vi setter dette uttrykket inn i (7.25),

og finner
G =1 —ipAsinf + p*(cosf — 1)A%, 6 = jBh. (7.26)

Et krav til stabilitet blir na
p(G) <1 for alle 0§ € R.
Siden A er diagonaliserbar, kan vi skrive
A=TAT™', A=diag(\y,...,\)
Om vi benytter dette i (7.26) far vi
G =T (I —ipsinOA + p*(cosf — 1)A?) T~

s&d matrisen T diagonaliserer ikke bare A, men ogsd G. Dermed fins egenverdiene til G i
den midterste diagonale faktoren, de er

p; =1 —ipsinf; + p*(cosf — 1))\?.

Dermed er uttrykket for ;1; akkurat det samme som for £ i den skalare stabilitetsanalysen
av Lax-Wendroff, bare at a er skiftet ut med \; pa hgyre side. Samme analyse gjelder nar
vi krever |p;] <1, og vi far kravet p|A;| <1 for alle j, det vil si

p(A)p <1,

som er vart stabilitetskrav for Lax-Wendroff anvendt pa systemer med konstant A.
Et ngdvendig krav for stabilitet for varierende A er at p(A(x,t))p < 1 for alle (x,t)
hvor metoden brukes.

Vi ser na pa generalisering av Wendroff’s metode til systemer. Vi minner om metoden for
skalar ligning

I+ap) Ui+ (1 —ap) UL —(1—ap) Uty — (L +ap) U =0
Ved & bruke foroverdifferens i rom kan vi omformulere denne som

1 1
<1 + 5(1 + ap)Am) U,’;LH = <1 + 5(1 - ap)Ax> u;

Dermed kan vi sette opp
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Wendroff’s metode for systemer med variabel A, u; + A(z,t)u; =0

1 n+1/2 ntl 1 n+1/2 n

der ATt = Al + h/2,tn + k/2).

Om vi kun kjenner/ kan beregne A i gitterpunktene, kan vi uten tap av ngyaktighets-
orden erstatte

+1/2 1
A med (AT, + AT+ AR AR

Stabilitetsanalyse for konstant A fglger samme teknikk som fgr, og sluttresultatet er at
Wendroffs metode er stabil for alle p.

Start /randverdiproblemer for systemer av to ligninger. Bglgeligningen ¢y = ¢ys
kan som i (7.22) med ¢ = 1 omdannes til systemet

() (o) ()~

Her har A egenverdier A\ = 1 og Ay = —1, s& en karakteristikkfamilie peker mot venstre
og en mot hgyre som i figuren pa side 100. Dermed skal kun en randbetingelse spesifiseres.
Rand/initialbetingelser for eksempel veere

u(z,0) = f(z), x>0

v(z,0) =g(x), >0

w(0,t) = ¢(t), t >0

La oss for illustrasjonens del velge Lax-Wendroff som differensmetode. Vi lar

ul 0 -1
Wi = , A=
v -1 0
Metoden blir da altsa
2
Wit — (I — pApg 0, + %A2 53) wn. (7.27)

Anta na at W er kjent for alle m > 0 og en n > 0. Vi kan bruke (7.27) til & finne W21
for m > 1. Hva med Wg‘“?

Uit = (tny1) OK, problemet er V't
For & bestemme Vb"Jrl foreslar vi to alternativer

1. Fra den fgrste av diffligningene, u; — v, = 0, finner vi
U;L«(O, t) = ’LLt(O, t) = ¢/(t)'

1
Approksimer: v,(0,t) = E(Q)(h’ t) +v(0,t) + O(h). Dermed far vi approksimasjonen

Vot = VI 4 b (tna).

Legg merke til at VI"Jrl forst beregnes fra (7.27). Hgyere ordens approksimasjon til
den deriverte kan ogséa benyttes.
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2. Ta utgangspunkt i den andre diffligningen v; —u, = 0 og benytt boksintegrasjon som
ved utledning av Wendroff’s metode,

h tni1 tn+1 h
/ / vpdtdx = / / u, da dt.
0 Jtn tn 0

Fra fundamentalsetningen far vi altséa

h 2(/'n-Q—l
/ (v(x,tps1) —v(z,ty)) de = / (u(h,t) —u(0,t)) dt.
0 t’n

Vi approksimerer begge integralene med trapesregelen

h mn n n n k n n n n
§(V0+1—V0 +V1+1—V1):§(U1 —Ug + Ut —ugth.

Ligningen lgses sad med hensyn pa VO"Jrl

Vanrl — _V1n+1 + Vbn + Vln _'_p(U{l + Uf’+1 _ U(?)’L _ U61+1).

7.7 Dissipasjon og dispersjon
La oss na igjen ga tilbake til startverdiproblemet

us +auy =0, —oco<zr<oo, t>0
u(z,0) = f(z), —oo<x < 0.

Fouriertransformen til initialfunksjonen f(x) er gitt som

) =50 [ ra)e o a
Den inVerse transformen er 0
f(z) = / f(B) e ap.

Den eksakte lgsningen av startverdiproblemet kan skrives
0 ~ .
u(z,t) = / F(8)eP@=ab 4.
—0o0

Om vi lar f(x) = e'#* far vi lgsningen
u(z, t) = eP@=at),

Lgsningen u er altsa en bglge med amplitude 1 og belgelengde A = 27/ som beveger seg
med hastighet a langs z-aksen. La oss n& anvende en differensmetode pa problemet med
samme initialfunksjon. Dette gir en numerisk approksimasjon

U??”L — gn — eiﬁxm7

slik vi har sett i forbindelse med Von Neumann-stabilitet. Her er ¢ et komplekst tall som
avhenger av 3, slik man finner ved & substituere uttrykket ovenfor inn i differensligningen.
I det som fglger vil det veere lurt & skrive om £ pé polar form

¢ =|¢le .
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La oss definere tallet « ved at ¢ = S ak der k er tidsskrittlengden. Altsa blir o = ¢/(0k).
Vi finner dermed . _ '

é-n — |€|n e iny — ’£|ne—1nko¢6 — |é—|n e—lﬂatn
og dermed kan vi sette opp folgende uttrykk for numerisk og eksakt lgsning

U*TT)L1 — yé‘neiﬂ(mmfatn)
u% _ ll‘neiﬂ(:cm—atn).
Mer generelt kan man bruke en vilkarlig startverdifunksjon f(z) og far i safall
Up = / F(B) [¢]" &P metn) 4.

Tidligere har vi leert om stabilitetskravet || < 1. Ekte ulikhet svarer til

Dissipasjon. Hvis det fins en gvre grense for tidsskrittlengden ky > 0 og en konstant
o > 0 slik at
€] <1—o(Bn)*  for |Bh| <7

og alle k < kg, er differensformelen dissipativ av orden 2s.

Dispersjon. Hvis a avhenger av (§ er differenseskjemaet dispersivt. Da transporteres
ulike frekvenser med ulik hastighet. En kan godt si at dissipasjon maler amplitudefeil,
mens dispersjon maler fasefeil.

Eksempel. La oss prgve ut definisjonene pa Lax-Wendroff sitt skjema. Fra tidligere har
vi (med 0 = Sh)

§=1—iapsinf — (ap)?(1 —cosh) =1 — 2r? sin? <g) —irsinf, r=ap.
Fra stabilitetsanalysen for Lax-Wendroff fant vi uttrykket
0
[P =1~ g sin’ <2> . q=47(1—17). (7.28)

Som tidligere vist, ser vi at [{] < 1 hvis og bare hvis |r| < 1, men spgrsmélet na blir
hvordan |¢| oppforer seg for 0 < |r| < 1, da er 0 < ¢ < 1. La oss nd enes om at hvis x er
et tall slik at x <1 s4 vil

1
l—e<l-zti=(1-7° = \/1—x§1—g

Om vi tar kvadratroten av (7.28) og lar z = ¢ sin* (g) far vi

3 4
g <125t @ - (“(99/2)) o

I henhold til definisjonen av dissipasjonsorden trenger vi kun a se pa intervallet —m < 6 < 7.
Den minste verdien av sin(0/2))/0 er sin(n/2))/7 = 1/m. Sa vi far

4
q(1 q
ds1-2(2) o=1- Lo pisn
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2(ap)*(1 — (ap)?)
4 '

Vi konkluderer med at Lax-Wendroff er dissipativ av orden 4 med o =

Ser vi pa dispersjon, finner vi at

in 6
¢ = afk =arctan rs1.r12 .
1 —2r2sin®(6/2)

Om vi Igser med hensyn pa « og bruker at gk = %7” far vi

1 . rsinf
a = a — arctan ,
ré 1 —2r2sin?(6/2)

sd generelt vil a definitivt avhenge av (# og Lax-Wendroff er derfor dispersivt. Det er
interessant a se at pa stabilitetsgrensen r = 1 vil skjemaet ikke veere dispersivt, men man
far a = a for alle frekvenser (.
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