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Oppgave 1 Vi skal se på problemet

∂u(x, t)

∂t
=

∂2u(x, t)

∂x2
(1)

i området x ∈ [0, 1] og t ≥ 0. Vi har også at

u(0, t) = φ0(t), u(1, t) = φ1(t) og u(x, 0) = g(t),

og vi antar at (1) er korrekt stilt. Vi setter ∆x = 1
m+1

med m ≥ 0. Denne differensialligningen
skal vi løse med θ-metoden med ∆t > 0. La de numeriske verdiene i (x`, tn) være Un

` . θ-metoden
kan da settes opp som

Un+1
` = Un

` + θµ
(
Un

`−1 − 2Un
` + Un

l+1

)
+ (1− θ)µ

(
Un+1

`−1 − 2Un+1
` + Un+1

l+1

)
(2)

med Courant-tallet µ = ∆t
(∆x)2

og 0 ≤ θ ≤ 1.
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a) La
Un = [Un

1 , . . . , Un
m]T .

Finn M ∈ Rm×m, A ∈ Rm×m og F ∈ Rm slik at

MUn+1 = AUn + F (3)

hvor F kommer fra randdata.

b) Vis at M i (3) er regulær.

c) La un
` = u(x`, tn). Avbruddsfeilen T n+1

` til θ-metoden definerer vi som

T n+1
` = un+1

` − un
` − (1− θ)µ

(
un+1

`−1 − 2un+1
` + un+1

`+1

)
− θµ

(
un

`−1 − 2un
` + un

l+1

)
.

Vis at da gjelder ∣∣T n+1
`

∣∣ ≤ C (∆x)4

hvor C er en konstant og µ er konstant. Du kan anta at den eksakte løsningen u(x, t) er
minst fire ganger deriverbar i rom og minst to ganger deriverbar i tid.

Hint 1: Du kan bruke at

u(x`−1, tn)− 2u(x`, tn) + u(x`+1, tn) = (∆x)2uxx(xl, tn+1) +O(∆x)4

Hint 2: Bruk ∆t = µ(∆x)2 når du skal avgjøre hvilke ledd du kan droppe i utviklingen.

d) Vis at θ-metoden (2) er konvergent uten å bruke Lax’s ekvivalensteorem.

Hint 1: Husk å generalisere µ ≤ 1/2 i tilsvarende bevis for forlengs Euler til å gjelde for
θ-metoden.

Hint 2: Definer en
` som feil i punktet (x`, tn) og

ηn = max
`
|en

` |.


