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Oppgave 1 Vi skal i denne oppgaven se pa adveksjon-diffusjonsligningen formulert som
et start /randverdiproblem

Up + AUy = V Ugy, t>0, O0<z<l,
u(z,0) = f(x), 0<z<1, (1)
uw(0,t) = go(t), wu(l,t)=g(t), t>0.

a) Viinnfgrer et gitter med noder (z,,,t,) der x,, = mh, 0 < m < M ogt, =nk, 0 <n <
N der skrittelengdene er gitt som h = 1/M og k = T/N. La r = k/h? og q = ak/h. Til

n

uly = u(Tm,t,) benyttes U som approksimasjon. Folgende eksplisitte skjema foreslas
for (1)
n+1 a+1 n n a—1 n
Uurt = (vr+ QUr + (1 —2vr—aq) U] + (vr + —5 QU 1, (2)

hvor a er en parameter som vi kan velge. Finn et uttrykk for hovedleddene i den lokale
avbruddsfeilen uttrykt ved «, og kommenter om det fins et spesifikt valg av « gir en
bedre konvergensorden.
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b) La oss anta at vi setter @« = 01 (2), men sé erstatter diffusjonskoeffisienten v i (1) med
v=v+ %oz a h. Skriv ned den resulterende differensformelen, og kommenter svaret.

c) Sett o = 01 (2) og undersgk metodens stabilitet pa tidsintervall [0, 7] med matriseme-
toden.

Hint: Matrisen A som skal undersgkes er diagonaliserbar slik at A = TAT ! der

1Tz - |72 < e%, for alle h, k.

Oppgave 2 En funksjon u(z,y) tilfredsstiller den elliptiske differensialligningen
Ugg + Uyy = —16

pa et kvadrat begrenset av linjene x = 1 og y = £1. Randbetingelsene er u = 0 nar z = 1 og
‘g—Z = —1 nar y = 1. Dessuten er u(z, y) symmetrisk bade om z-aksen og om y-aksen. Vi bruker

en fempunktsformel som differensapproksimasjon, og et ekvidistant gitter med skrittlengder

A:v:Ay:}l.

a) Vis hvordan en kan approksimere lgsningen av dette problemet ved & lgse ligningssyste-
met AU = b der A er en 20 x 20-matrise av formen

B 61
3 B 31
A= 3 B 31
3 B 31
6/ B

b) Finn matrisen B.

Oppgave 3 Vi ser pa den hyperbolske differensialligningen
ur + 2tu, = 0. (3)
a) Vis at karakteristikken gjennom punktet (X, 7)), T > 0 er gitt ved ligningen
t=Vz—X+T2, t>0
b) Bruk dette til & bestemme CFL-kriteriet for et eksplisitt skjema av typen
Uttt =a Ul +ao Ul +ay ULy

anvendt pa (3).
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c) Undersgk dissipasjonsegenskapene til skjemaet

n 1 n n ak n n
Um+1 = §(Um+1 + Um—l) - %(Um—s—l - Um—l)

for ligningen u; + au, = 0.
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Oppygitt formel. La A = trid(¢, d, ) det vil si en tridiagonal n x n-matrise med d pa diagonalen
¢ pa subdiagonalen, og u pa superdiagonalen. Da er egenverdiene gitt som

As = d + 2V /lu cos s , s=1,...,n.

n+1



