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NB! Du skal kun gjøre 8 av de 10 punktene. Du velger selv hvilke. Svarer du på mer
enn 8 vil de kun de 8 første i din besvarelse gi uttelling.

Oppgave 1 Gitt S/R-problemet

ut = ∂x(a(x)∂xu), 0 < x < 1, t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0.

der a(x) er kontinuerlig og positiv i intervallet [0, 1].

a) Diskretiser denne ligningen ved å benytte sentraldifferenser i rom, det vil si erstatt ∂x

med (1/h)δx, og bruk Eulers metode i tid. Definer vektoren Un = [Un
1 , . . . , U

n
M ]T , h =

1/(M + 1), og vis at differensemetoden oppfyller en rekurrensligning av typen

Un+1 = CUn, C ∈ RM×M

Bestem matrisen C.
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b) La r = k/h2 der k er tidsskrittet, α = max
0≤x≤1

a(x), og vis at metoden er stabil for skritt-

lengder som oppfyller
2αr ≤ 1

Hint. Gershgorin’s teorem.

Oppgave 2 I denne oppgaven skal du studere ulike aspekter ved endelig elementmetode
anvendt på på Poisson-problemet med homogene randkrav

−∆u = f (x, y) ∈ Ω, u = 0 (x, y) ∈ ∂Ω. (1)

Anta at Ω kan deles opp i likeformede tre-
kanter der alle sidekanter har lengde h. Et
utsnitt av trekantnettet er gitt på figuren,
der vi antar at alle q0 . . . , q5 er indre noder.
De 6 trekantene Tj er på figuren merket med
tallet j. Vi introduserer approksimasjonsrom
Sh ⊂ S som underrommet av S bestående
av funksjoner som er lineære på hver trekant.
Som basis for Sh bruker vi pyramidefunksjo-
ner {φp(x, y) : p indre node i Ω}. For utsnit-
tet på figuren lager vi et lokalt koordinatsys-
tem ved å sette

ξ =
x− xp

h
, η =

y − yp

h
,

følgelig får hjørnene i sekskanten koordinater
(±1, 0) og (±1

2
,±1

2

√
3). Vi definerer vektoren

z = (ξ, η).
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a) Formfunksjonene ψj
p, j = 0, . . . , 5, er basisfunksjonen φp restriktert til trekant Tj (se

figuren). Bestem ψ0
p(z), ψ

0
q0

(z) og ψ0
q1

(z).

b) Argumentér for at et fins en 2× 2-matrise Q slik at

ψj+1
p (z) = ψj

p(Qz),

ψj+1
qj+1

(z) = ψj
qj

(Qz),

ψj
qj+1

(z) = ψj−1
qj

(Qz),

der vi pr definisjon setter ψ6
p(z) := ψ0

p(z), og ψj
q6

:= ψj
q0

. Bestem Q og verifiser at den er
ortogonal (QTQ = I) med determinant lik 1.
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c) Bruk dette til å verifisere at∫
Tj

∣∣∇ψj
p

∣∣2 dξ dη =

∫
T0

∣∣∇ψ0
p

∣∣2 dξ dη∫
Tj

∇ψj
p · ∇ψj

qj
dξ dη =

∫
T0

∇ψ0
p · ∇ψ0

q0
dξ dη∫

Tj

∇ψj
p · ∇ψj

qj+1
dξ dη =

∫
T0

∇ψ0
p · ∇ψ0

q1
dξ dη

for 0 ≤ j ≤ 5, og bestem de tre integralene.

d) Variasjonsformuleringen av (1) gir en bilineær form a(u, v), u, v ∈ S. Bestem a(φp, φp)
og a(φp, φqj

), 0 ≤ j ≤ 5, der φp, φqj
er pyramidefunksjonene sentrert hhv i p og qj.

Oppgave 3 Vi ser på det hyperbolske problemet

ut + aux = bu.

Lax-Wendroff’s metode for denne ligningen er

Un+1
m = (1 + bk +

1

2
(bk)2)Un

m −
ap

2
(1 + bk) (Un

m+1 − Un
m−1) +

(ap)2

2
δ2
xU

n
m

der p = k/h og k og h er skrittlengden i henholdsvis tid og rom.

a) Vis hvordan denne metoden kan utledes, for eksempel ved å benytte at ∂2
t u = a2∂2

xu −
2ab∂xu+ b2u.

b) Utled et uttrykk for den lokale avbruddsfeilen τn
m, idet du tar hensyn til at en kan ha

a = 0 eller b = 0. Som et minimum bør du ha et uttrykk av formen τn
m = O(· · · ), men

angi gjerne de prinsipale leddene i utviklingen.

c) La ζ = bk, r = ap. Vis at metoden ovenfor er von Neumann stabil for alle ζ, r slik at

(1 + ζ + ζ2/2)2 + 4qr2(ζ + ζ2/2) + 4r2q2(r2 − (1 + ζ)2) ≤ 1, for alle 0 ≤ q ≤ 1.

Hint. Parameteren q framkommer som q = sin2 βh
2

med vanlig notasjon for von Neumann
stabilitet.

d) Vis at nødvendige betingelser for von Neumann stabilitet blir

−2 ≤ ζ ≤ 0, r2 ≤ 1 +
1

2
ζ +

1

4
ζ2


