TMA4212 Numerisk lgsning av differensialligninger med
differensemetoder

Lgsning til @Qving 1

Oppgave 1. La A € R™ "™ veere en tridiagonal matrise med konstante diagonaler,

der bc > 0. La D = diag(1,a,a?,...,a" ). Vis at det fins (bestem) en « slik at S = D=YAD er
symmetrisk. Hvordan ser S ut?

Lgsning. Merk forst at D! = diag(1,a" ', a72,..., 0™ "), Vi ser at
Sij = (DilAD)ij = Ozjii Al]

Dermed merker vi oss at S ogsa blir tridiagonal, og dessuten blir diagonalen til S uforandret dvs
Sii = A” Vi mé kreve at Sz',i—l—l = Si+171 det vil si

som gar greit siden bc > 0. Vi far na at S; ;41 = Siy1,: = Ve og dermed blir S den tridiagonale
symmetriske matrisen S = trid(v/be, a, vVbc).

Oppgave 2. p-normen til en vektor 1 x € R™ er gitt som

n 1/17
lzllp, = <Z|%|p>
i=1

Vis at dersom D = diag(dy,...,d,) sd er den tilordnede matrisenormen til D gitt ved

DI, = max |di] = p(D)

Lgsning. Vi beregner for vilkarlig

1/p

1/p
| Dzll, = (Zldﬂilp> < max|d;| (Z mz‘”) = p(D)llz|p

siden egenverdiene til en diagonalmatrisen fins pa diagonalen. Dermed er det klart at || D], < p(D).
Hvis D = 0 stemmer apenbart resultatet, si anta D # 0. Anta at k er slik at max; |d;| = |di| =
p(D) > 0. Om vi velger
_ ldal | — _
v="g-o = 1Dzl = ldk] = p(D) = p(D) [|ll,

siden ||z||, = 1, s& vi kan konkludere med at ||D||, = p(D).

PS! Den siste delen av beviset der vi viser at ulikheten er skarp, kunne erstattes med det vi
vet fra kurset om at for alle matrisenormer og for alle matriser gjelder at p(A) < || AJ.



Oppgave 3.

a) La || - | vere en vektornorm pdé R™, og la T wvere en inverterbar n X n-matrise. Vis at da
definerer ogsd funksjonen
fr(z) = |IT™ 2|
en vektornorm pa R™.
Vi setter dermed ||z||7 := fr(z) = |T~z]|.

Lgsning. Vi ma sjekke de tre aksiomene for normer, der vi uten videre kan anta at ||-| tilfredsstiller
disse

1. Apenbart er fp(z) =||T'z|| > 0 og

fr(x)=0 = T 'z=0 = =0

2.
fr(ow) = T ozl = a7~ 2| = || [T7 2] = afr(2)
3.
fre+y) =T @+ yl = 1T e+ Tyl < |77 ] + 1Tyl = fr(z) + fr(y)
b) La oss definere matrisenormen tilordnet vektornormen || - || pd vanlig mdte ved
[ Az]]
1Al =
0#£z€R™ (|||
Vis at matrisenormen tilordnet vektornormen || - ||z blir
IAllr = | T~ AT||

Lgsning. Vi bruker definisjonen av tilordnet norm

[Az|r _ |17~ Az

oteern ||ZllT oszern [T 12|

[Allr =

N4 setter vi y = T~ 'z og merker oss at nar x lgper gjennom hele R™ unntatt 0 vil ogsa y gjgre
dette. Sa vi kan ta sup over y istedet og far da

T-1AT
lAllr = sup AT o1 gy
0#yeR" Hy”

c) I timene har vi leert at spektralradien p(A) til en matrise A oppfyller
p(A) <[ A]l

for enhver matrisenorm || - ||. Anta nd at A er gitt (fiksert). Vis at det da, for enhver ¢ > 0, fins
en matrisenorm || - ||a,c slik at
[Allae < p(A) +¢

Hint. Bruk forst Jordanformen til A for & modifisere p-norm slik som i b). Modifiser denne normen
videre ved & bruke en diagonalmatrise av samme form som i Oppgave 1.

Lgsning. Vi vet allerede fra timene at A har faktoriseringen A = TJT~! der J er Jordanformen
til A. Vi vet fra ovenfor at hvis || - || er en matrisenorm s vil ||A||z = [|T~YAT|| = ||J|| ogsa veere



en norm. Jordanformen J har A sine egenverdier pa diagonalen, og (muligens) noen 1’ere pa forste
subdiagonal ovenfor hoveddiagonalen.
La oss na lage normen

|Allrp = |[DT'T~ATDI|| = | D~'JD||
der D er diagonalmatrisen
D = diag(1,e,€%,...,e" 1), e>0.
Analogt med den fgrste oppgaven far vi da at (D='JD);; = J;; mens (D™'JD); ;41 =€ J; ;41 der
vi husker at J; ;41 er enten 0 eller 1. Alle de gvrige elementer i (D’lJD) er null. La oss na velge

den opprinnelige normen || - || ;== || - |1 dvs maks kolonnesum. Fra det vi har sett blir altsa

|Allrp = [D7' Dl < p(A) +¢

s& Var || - || a.e velges som ||All7rp.



