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Hjelpemidler (kode B):
Alle trykte og handskrevne hjelpemidler tillatt.
Typegodkjent kalkulator med tomt minne tillatt.

Alle svar skal begrunnes.
Besvarelsen skal inneholde s& mange mellomregninger at det tydelig framkommer hvilke metoder
og mellomresultater som benyttes.

Oppgave 1 Finn en tilnsermelse til integralet

2
/ 22 lnx dz
1

ved hjelp av sammensatt Simpsons metode. Bruk h = 0.25.

Finn en gvre grense for feilen.
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Oppgave 2 Gitt ligningen

Ax=b (1)
med
1.0 1.0 0.1 0.1 2.0
0.1 3.0 0.1 0.0 3.0
A=101 01 40 01|° P~ |10
0.1 00 0.1 3.0 3.0

Dette systemet skal lgses ved hjelp av en iterativt teknikk. A-matrisa er ikke diagonaldominant,
altsa er det vanskelig & vite om Jacobi- eller Gauss—Seidel iterasjoner konvergerer. I stedet
prover vi & splitte A-matrisa,

A=N-P

med

o O o
OO W
O =~ O O
w o o o

Iterasjonsskjemaet blir da:
Nx*+) — px(®) 4 p,

a) Lax(© =10,0,0,0]”, og beregn x(?).
b) Vis at iterasjonsskjemaet tilfredsstiller
I = g < 0.2 x9) x|

der x er den eksakte lgsningen av (1).

Finn en gvre grense for feilen ||x) — x||s.

Oppgave 3

a) Verdien av en funksjon f(z) er kjent i punktene

z; 0.000.60 | 1.00 |
f(xi) | 0.00]0.75 ] 0.50 |

Finn polynomet p(x) av lavest mulig grad som interpolerer f(z) i de tre punktene.

b) Finn polynomet ¢(z) av lavest mulig grad som tilfredsstiller interpolasjonsbetingelsene
over i tillegg til betingelsen ¢’(0.6) = f'(0.6) = 0.5.

Hint: Sett q(x) = p(x) 4+ r(x). Hvilke nullpunkter har r(x)?
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c) Vis at under visse omstendigheter (hvilken?) finnes en &, € (0,1) slik at interpolasjons-
feilen tilfredsstiller

£(2) ~ aw) = 5 fO (& ule),

der
w(zr) = z(x —1)(z — 0.6)2.
Oppgave 4 Denne oppgaven gar ut pa a utvikle metoder for 2. ordens differensialligninger
pa formen

y' = f(t,y(t)), y(to) = Yo, Y (to) = yo. (2)

Skrittlengden h er konstant, ¢, = ty + nh og y, ~ y(t,) er den numeriske approksimasjonen
til lgsningen. I vedlegget bakerst i oppgavesettet finner du en del nyttig informasjon om slike
ligninger, og numerisk lgsning av disse.

a) Skriv opp (2) som et system av 1. ordens differensialligninger. Vis at to skritt med Eulers
metode anvendt pa dette systemet kan settes sammen til en flerskrittsmetode pa formen:

Yn+1 — 2Yn + Yp—1 = h2f<tn—17 yn—l)-

Bestem metodens konvergensegenskaper.

b) La p(t) vaere polynomet som interpolerer funksjonen f(¢,y(t)) i punktene t,,, t,—1 og t,—_2.
Bruk dette til & konstruere en flerskrittsmetode pa formen

2
Yntl — 2Yn + Yn—1 = h2 Z 5lf(tn+l—27 yn+l—2)'
=0

Bestem [y, 81 og (2, og finn metodens orden.

Hint: Skriv p(t) ved hjelp av Newtons bakover-differanseformel.
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Vedlegg

Den eksakte lgsningen av ligningen

y" = f(t,y(t)), y(to) = Yo, Y (to) = o (3)

tilfredsstiller

Y(tns1) — 29(tn) + yltn_1) = / "+ h— ) £t ()t — / " (b — h— 0 f(t (1)),

tn—1

der t,, = tg + nh.

En generell lineaer flerskrittsmetode anvendt pa (3) er gitt som

k k
> ynar =02 Bif (bnsts Yntt)- (4)
1=0 1=0

Den lokale avbruddsfeilen er definert som

k K
W2 rik(B) =D y(tnsr) = 02> Bif (tngs y(tasr))-
=0 =0

For alle tilstrekkelig glatte y(¢) har denne en Taylor-rekke
W27k (h) = Coy(tn) + Crhy/ () + -+ + Coh9y' D (£n) + - -

Metoden er konsistent hViS
b0 n+k( ) )

og konsistent av orden p dersom
C():Cl:"': p+1:0,0p+27é0.

Det kan vises at den numeriske lgsningen er konvergent av orden p dersom

e Metoden er konsistent av orden p.

e Den er stabil, dvs. det karakteristiske polynomet Zfzo ayr! har retter ri,j=1,2,...,k
som alle tilfredsstiller |r;| < 1, og rgtter med absoluttverdi 1 har multiplisitet maksimalt
2.

I tillegg ma selvsagt startverdiene y;, [ = 0,1, ..., k—1 vaere tilstrekkelig ngyaktige. P4 eksamen
kan du anta at det er oppfyllt.



