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Oppgave 1 Bestem verdiene av a og b som gjgr funksjonen
x? z €[0,1]
fla) = { Lo 1P +a(x—1)+b ze (1,3

til en kvadratisk splinefunksjon pé intervallet [0, 3].

Svar:a=2,b=1

Oppgave 2

a) Funksjonen f(z) er gitt i fplgende punkter

| -1 =05 00 05 1
f(z) | 1.0000 0.1667 0.0000 0.1000 0.3333

Bestem tabellen over foroverdifferenser, og sett opp interpolasjonspolynomet.

Svar:
1.0000
—0.8333
0.1667 0.6667
—0.1667 —0.4000
0.0000 0.2667 0.2667
0.1000 —0.1333
0.1000 0.1333
0.2333

0.3333
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Skrevet med brgker fas: p(—1+4 s/2) =1 — 3bs+ 2252 — 253 + L5t

22

b) La oss se pa interpolasjonsfeilen for funksjonen f(z) = 57 pa intervallet [—1, 1] nar man
bruker n+1 abscisser xy, . . ., z,, som er nullpunkter i Chebyshevpolynomet 7,1 (x). Finn
en skranke for maksimum av interpolasjonsfeilen over intervallet [—1, 1] uttrykt ved n,

narn > 1

Hint: Det er enkelt & finne f(™)(z) for m > 2 om en observerer at

() = 8 _ 4. 21
(24 z)3 (24 z)3
Svar: En kan bruke standardresultatet
I Ll PR o) o
17 = palle < o 1@ = z0)(e = 22) - (@ = @)oo = Ly Tl

der vi bruker at datapolynomet er lik det skalerte Chebyshevpolynomet T, 11 () = 27" Ty 41 () slik at || T,11]lcc =
27", Fra hintet finner vi dessuten at

|
(M)(g) = (1) . 4. — " >
[ (@) = (=1)" -4 PRSI >2

Det er apenbart at denne tar sin maksimale tallverdi i x = —1, s& vi far
17" oo =4+ (n+ 1)

S& oppsummert far vi: || f — pplloo < 227"

Oppgave 3 En Runge-Kutta metode har Butchertabell gitt ved

e}

1
? (1)
1l—« Q

g 1-26 0

der v og 3 er parametre som ma bestemmes.

= NI

a) Vis at metoden generelt har orden 2, og finn eventuelle verdier av o og 3 slik at metoden
har orden 3.

Svar: Vi sjekker ordensbetingelser

p=1: g+(1-28)+p08=1
p=2: B-0+(1-28)-3+8-1=
p=3: B-0+(1-28)-2+83-1=

gl
bsazaco = Pag = g

NN
Wl

+

[N

sa for p =1 og p = 2 er betingelsene alltid oppfylt. For orden 3 ser vi at en ma ha g = % og o = 2.
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b) Finn stabilitetspolynomet til metoden som funksjon av « og £.

Svar: Vi anvender metoden pa 3y’ = Ay og setter z = hA

hki = hf(yo) = zyo

hks =hf(yo+ (1 —a)hks + ahks) = 2(1 + (1 — @)z + az(1 + 2/2))yo
= (52°+ 2% + 2)yo

y1 =yo+ B(hk1 + hks) + (1 — 28)hks
= (1+2+ 522+ §aB2%)yo

si stabilitetspolynomet er p(z) = 1+ z + 322 + o823

c) For resten av oppgaven bruker vi metoden (1) med 3 = —5 og a = —4. Vi vil gjerne

prove ut denne metoden pa et spesifikt problem og velger initialverdiproblemet

Y=y’ w<0, y(0)=yo (2)

der p er en parameter. Utfgr ett skritt med metoden der du bruker skrittlengde h = 0.1,
p=—1logy, =1

Svar:
ki = flyo) =
ky = f(yo+ hk1/2) = —0.9025
ks = f(yo + 5 hky — 4 hky) = —0.74132
1 =yo + h/10(—ky + 12ky — k3) = 0.90911

d) En student har gjort omfattende tester med metoden pa initialverdiproblemet (2) og
finner til sin store forundring at den oppferer seg som en fjerde ordens metode pa dette
problemet uansett verdi av p og yo. Gjgr en analyse som forklarer denne oppfgrselen.

Svar: Det fins ulike mater & angripe dette pa. En grei teknikk er forst & observere at eksakt lgsning av
diffligningen er

Yo Yo
yo)=7—— = yh)= =(1+w+w’+--)yo, w=phyo
— HYoT w

Deretter anvender man metoden og finner

hki = huyg = wyo

hkg = hu(yo + hk1/2)2 = w(l + 1U/2)2y0

hks = hu(yo + 5hky — 4hks)? = w(l + 5w — 4w(1 + w/2) 2y =
w(=1—w + 4w? + w?)? yo = (w—|—2w — Tw?® — 10w* —I—O( ))

Y1 =yo+ t5h(—ki + 12k — ks) = (1 — 5w+ Sw(l + w/2)% - —(w +2w? — Tw® — 10w*))yo + O(w®)
=(1+w+w+uw +w4)yo+0(gv)

Vi husker at w = phyo slik at restleddet blir O(h%). Sammenligner vi numerisk og eksakt lgsning ser vi
at y1 — y(h) = O(h®) som betyr at metoden har orden 4 pa dette problemet.



