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1 Introduksjon

Vi vil approksimere lgsningen av linesere systemet av n ligningene og n

ukjente:
1171 + a1+ F a1, = by
211 + Q29%2 + -+ + A2y, = bo
, e (1.1)
Ap, 171 + Ap 22 + -+ pnln = bn
hvor (zy,---,x,) er de ukjente. Gitt (a;;)1<ij<n, 0g bj, i =1,---,n.
Vi kan skrive (1.1) i matrise form ved a definere:
a1 Qir2 -+ - Qip T by
Q21 Q22 -+ -+ Q2 T2 by
A= _ _ o , x=1| .|, b=/
Qp1 Qp2 **° *° Qpn L, bn
sa skriver vi (1.1) i folgende mate:
A-x=b. (1.2)

Linezre systemer kan lgses veldig enkelt nar A har en spesiell form,
for eksempel nar A er en diagonal matrise eller en triangulsermatrise og

a;; #0fori=1,... n



e A diagonalmatrise

r a/l,l 0 PR .« .. O 7] a171x1 — bl xl
0 a9 2 0 st 0
’ Q22T = b2 )
A= =
L 0 0 S ¢ Apnln = br, L,

e A trianguleermatrise

B al,l a172 e “ee a]Ln 7
0 a2 ass e as
A= =
0 i 0 Ap—1n—1 Gn-1n
. 0 o - 0 pn

a1,1%1 + a1,2T2 + -t t+ A1 nTn = b1
29T+ 4+ apT, = by
=
Ap—1,n—-1Tn—1 + Ap—1nTn = bnfl
Apnln = bn
bi=) 501,57
L1 - a1
. bQ—Z;:3 az,;T;
L2 - az,2
bnfl_anfl,nmn
In—1 = an—1,n—1
_ bn,
:Cn o an,n

Formlene (1.3) kalles innsettingsalgoritmen.

a1
b
a2,2

QAn,n

(1.3)



2 Gauss eliminasjon

Gauss eliminasjon er en prosess der man reduserer system (1.1) til et
trianguleer system med den samme lgsningen som (1.1). Som sagt trian-
gulaere systemer lgses veldig lett ved a bruke formler (1.3).

Teknikken som brukes for a fa den trienguleere formen er delt i n — 1
deler:

Ar =b — AWpr —=p0 5 ... 5 AR —pR) ... 5 A(r=D — p(n=1)

alle systemer A®z =p*) k =1,... n—1 har den samme lgsningen. Den
siste, A" Vg = b= _er i trianguleer formen og den k. er

ayy v Ak Qiger 0 dip
0 . .
AR |t Gek kgt kg
0 Gryips1 0 Qkgin
0 0 G g

Man finner AWz = pM fra Ax = b ved & substituere den 2., 3.,
n. ligningen i Ax = b ved tilsveerende linezere kombinasjoner av den 1.
ligningen med den 2., 3. 0.s.v. For & finne A®x = b? (og de folgende)
den samme prosessen er repetert med a ta hensyn til kolonnene fra 2. til
n. og radene fra 2. til n.

2.1 Eksempel

Gitt:
xr, + 4372 + T3 = 6 1 4 1 T 6
21’1 — T — 2]33 = 3 A= 2 -1 =2 ) = 3 (24)
T —f- ?)ZEQ —|— 21‘3 = 5 ]_ 3 2 T3 5

vi vil redusere det i triangulser formen.

Vi begynne med a substituere den andre ligningen med en lineser
kombinasjon av de fgrste to ligningene, d.v.s. vi substituere
221 — 9 — 223 = 3 med

(21’1 — T —2!L’3)+(—2) : (1‘1 + 4, —|—[L'3) = 3—|—(—2) -6,= —9x9—4x3 = —9.
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Vi substituere den 3. ligningen med en lineser kombinasjon av den 3. og
den 1. ligningen:

(ZEl +3ZL’2+21’3)+ (—1) . ($1+41’2 —ZE3) = 5+(—1) 6,= —ratwz = —1.

Sa far vi en nytt system

xr, + 4332 +x3 = 6 1 4 1 T 6
—9ry—day = -9 AV =10 -9 —4 ||z |=|-9
—Zo + X3 = -1 0 —1 1 T3 -1

(2.5)

Koeffisienter i linesere kombinasjoner av ligningene er ? , og de er

valgt slik at i det nye systemet far vi den andre og det tredje elementet
lik null, pa denne maten har vi “eliminert” to koeffisienter i systemet.
Na jobber vi bare med de to siste ligningene:

—95E2—45E3 = -9

oy dbmy = 1 (2.6)
Vi substituere den siste ligning med
1 1 13
(—1‘2 + .733) + (—5) . (—91’2 — 4%3) =—1 -+ <—9) . (-9) = 51’3 =0.
Koeffisienten av linesere kombinasjonen er é.
Til slutt far vi det fglgende linesere systemet:
xr1 + 4ZE2 + r3 = 6 1 4 1 T 6
9y —dry = -9 AP =10 -9 —4 ||z |=|-9
Pz = 0 0 0 2 ]| s 0
(2.7)
og lpsning kan beregnes ved a bruke insettingsalgoritmen og man starter
fra den siste linningen x5 = 0, og videre oppover —9x5 = —9 = 2, = 1

og x1+4=6= x; =2 og man far

2
r= 1|1

0

Merk na at for a “eliminere” den fgrste kolonnen brukte vi de to
koeffisienter:



og for a “eliminere” den andre kolonnen brukte vi

1

9

Ved a bruke disse koeffisientene bygger vi na en triangulaere matrise L:

1 00

L=2 10
1

1L 51

Hvis fra (2.7) tar vi na matrisa U := A® og beregner vi L - U, far vi A
tilbake.

Generelt nar vi beregner Gauss eliminasjon, beregner vi samtidig en
faktorisering av matrisa A = LU hvor L og U er to trianguleere matriser.

Dette er veldig praktisk hvis man vil beregne lgsningen av to (eller
flere) systemer med den samme koeffisienter-matrisen A og forskjellige
vektorer b og b pa hgyre side av ligningen. I dette tilfellet kan man bruke
den samme faktorisering LU = A to ganger og beregne to forskjellige
innsettigsalgoritmer, den forste med b og den andre med b.

Dette er ogsa brukt for a beregne determinanten til A, siden
det(A) =TT, u;;, og for & finne A, T vart tilfelle har vi

13
det(A) =1-(=9) - 5 =13
og
1 4 1]7'Ttoo0]" [1 & = 1 0 0
Al'=10 -9 —4 2 10 =0 -1 -4 -2 1 0
0o o 1 1 11 0 f g o1
9 9 13 9 9

Merk at det er mye lettere a finne den inverse av en triangulsere ma-
trise enn av en generell matrise.

2.2 Gauss eliminasjon: generell algoritme

For den generelle matrisen (1.1) har vi:
Ar =b— AWy =pM)

hvis a;1 # 0



— a2n (1) 1
l271 = a1 a,27p = Q2p — l271(117p bZ =
e (1) (1)

13,1 = a1 a37p = asp — l3,1a1,p b3 =
= ni (D). — (1 .
ln,l = a1 CLn,p = Anyp ln,lal,p bn =

Na setter vi

og vi fortsetter med

Ar =b — APy = p@),

Hvis ago # 0, far vi, for j =3,...,n,

. a2 2 ._ , , (2)
l]72 T az 2 a/]7p T a]’p - lJ72a2’p b]

og Vi setter

A=A p.=p?,

Generelt for A® har vi,
A= AR o= )

og
Az = b — AWz = pk®)

med, for j =k +1,...n, hvis ag, # 0

N ()
ljvk T ag. k a/j,p

Til slutt far vi den fglgende algoritmen:

b2 - l2,1b1
bs — l3,101
bn - ln,lbl

I:bj—lj7262 p:3,...,n,

Wjp = ljkOp bg‘k) =bj — iy p=k+1,...



Gauss eliminasjon
Fork=1,...,n—1

Forj=k+1,...,n

Aj.k

L = akk

Forp=Fk+1,....,n+1,
Ajp = Qjp = Ljkp
End
End

End

2.3 Gauss eliminasjon med partiell pivotering

I Gauss eliminasjon (G-E), som beskrevet i den generell algoritme, ma vi
alltid dividere for elementet ay . (pivot elementet). Selv sagt far vi prob-
lemer nar dette er enten null eller veldig liten i absoluttverdi. Man kan
unnga slike problemer ved a bytte ligningene av systemet med hverandre.
Prosedyren heter partiell pivotering.

2.4 To eksempler: Gauss eliminasjon med partiell
pivotering

La oss ta det fglgende systemet:

T1+Tog+2x3+2x4 = 1 1 1 1 1

T1+ 2o +203—x4 = 1 1 1 2 -1 (2.8)
T+ 209 — 23— x4 = 1 1 2 -1 -1 '
T —To+T3— Ty = 1 1 -1 1 —1



Forst “eliminere” vi den 1. kolonnen ved a subtrahere den 1. ligningen
fra de fglgende tre. Og far vi

T1+2Tog+2Tzs+2T4 = 1 1 1 1 1
Tr3 — 21‘4 = 0 0 0 1 —2
To — 21‘3 — 21’4 =0 0 1 -2 =2 (29>
—2x9 — 214 =0 0 -2 0 =2

na er det umulig a fortsette fordi i lineaere kombinasjon av den 2. ligningen
med den 3. det fins ikke noen parameter o som vi kan bruke for a eliminere
variabelen x

(X9 — 223 — 2x4) — - (x3 — 224) = 0.

Det eneste som kan gjores er a bytte ligninene. Av hensyn til avrund-
ingsfeil er det lurt a bytte den 2. ligningen med denne som har stgrst
koeffisient (i absoluttverdi) for x5, d.v.s. den 3. Sa far vi

T+ 2Tog+2Ts+2T4 = 1 1 1 1 1
Ty — 2$3 — 21’4 =0 0 1 -2 =2 (210)
T3 — 224 =0 0 O 1 -2

og na kan vi fortsette med Gauss eliminasjonen som vanlig. Og vi far:

x4+ xo + T3 + x4 = 1 1 1 1 1
—2x9 — 214 =0 0 -2 0 =2
—2x3 — 314 =0 0 0 -2 -3 (2.11)
T3 — 24 =0 0 0 1 -2
og til slutt:
1+ 29 +x3+24 = 1 1 1 1 1
—2x9 — 214 =0 0 -2 0 =2
—2x4 =0 o0 o0 -1

2 2

som med insettingsalgoritmen gir lgsning



I den andre eksempel gitt:

x|+ 31’2 -+ 2.1’3 = 5 1 3 2 T 5
xr, + 4%2 + T3 = 6 1 4 1 x3 6

vi vil redusere det i trianguleer formen ved a bruke Gauss-eliminasjon
med partiell pivotering.
Forst bytter vi ligninger:

2%1 — X9 — 2%3 = 3
T+ 333'2 + 21’3 = 5 (214)
1 +4ro+23 = 6
sa eliminerer vi x; fra den fgrste kolonnen,
25[}1 — Ty — 21’3 = 3
4.51’2 + 2.T3 = 4.5
da bytter vi ligningene en gang til:
21‘1 — Ty — 21‘3 = 3
4.5x9 + 223 = 45 (2.16)
3.5x9 + 323 = 35
og eliminere x5 fra den siste ligningen,
25(71 — Ty — 21’3 = 3
1.4444x4 = 0

med innsettingalgoritme for vi lgsningen z3 =0, 2o = 1, ;1 = 2.

2.5 G-E med partiell pivotering: generell algoritme

Generelt man far den fglgende algoritme for Gauss eliminasjon med par-
tiell pivotering: forst initialiserer man vektoren 7 (pivot vektor) slik at
m=ifori=1,...n,



Gauss eliminasjon med partiell pivotering
Fork=1,...,n—1
a = |a |

Forj=k+1,....n

if ( a < ‘CLLk‘ )

@ lazul
g =]
End
End
if (mp #£Fk)
S 1= T,

Forp=k,...,n
T = Qpp
Qkp = Qs p
Qsp =T
End
End
Forj=k+1,....n

aj.k
Gk, k

Lig =

Forp=k+1,....,.n+1,
Ujp = Qjp = Ljkpp
End

End

End
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2.6 Kompleksitet av Gauss-eliminasjon

Man kan bevise at for en n X n matrise er kompleksitet av Gauss elimi-

nasjon er
1 1
—n® — —n,

3 3

operasjoner (addisjoner og multiplikasjoner). For store n er det %n?’ som
dominerer. Vi sier at Gauss-eliminasjon har kompleksitet O(n?). Inset-
tingsalgoritmen (beskrevet med (1.3)) er billigere, O(n?).

3 Lgsning av linezere systemer ved iterasjon

For & approksimere x, lgsningen til Az = b, gitt (9, vil vi konstruere en
sekvens av vektorer (), ... 2 ... En mate a gjore det pa er & bruke
fikspunkt iterasjon.

Vi vil forsgke a finne en ekvivalent formulering av Az = b som fiks-
punkt ligning. For eksempel:

Arv=bsr=(1—-Axz+b
hvor I er n x n identitets matrise. Gitt xq, forer dette til iterasjonen:
) = (1 — A)z™ 4.
Generelt, kan man lage en iterasjon i den fglgende mate:
e skriv A som en summe av to ledd: A = M — N, velg M inverterbar;
o fra (M — N)z = b man far Mx = Nx + b og

r=M"'Nx+ M b

e sa gitt xyp kan man konstruere iterasjonen:

2D — AN a1y,

Vanligvis M er valgt slik at M~! er lett & beregne, for eksempel kan
M veere diagonal eller triangulaer.
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3.1 Eksempel
Vi skal lgse ved fikspunktiterasjon systemet

1 — X2 = 1 L 1 -1 1

og starte med
Lgsningen er

Vi tar

0 2 1 0
Vi har Mo = No +b,og v = M~'Nz + M~b, d.v.s.

al-foe] [zl o] (4]

Ved & bruke verdier av z(®) beregner vi

oe[3) weweae[i]

e = MINz© 4+ My,

EIREHRETREY!

Vi fortsetter 2 = M~NzM + M ~1h:

77 _[1 0] 01 x§1)+ 1] [}
2 0 2 10| M -3 0

og videre

P 1 Y7 T 0.7500 29 1

9| 7| —0.2500 | [ 0| T 0 Cl 2P ]| 01250 |7
291 [ 08750 227 [ 1.0000
29170 0 | |25 |7 | —0.0000 |
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3.2 Eksempel
I systemet (3.18) tar vi na

1 0 01
e [ 10] wearan [01].

og med den samme (¥ beregner vi (V) = M~INz© 4+ M~1b:

o]=[ae] (Al

og far vi eksakt lgsningen i den 1. iterasjonen.
Generelt tar vi M lik diagonalen til A, d.v.s

mi,i :ai,i, 1, = 1,...,77,, mm :0, ’l#],

(hvor m; ; er elementene til M, og a; ; er elementene til A), sa har vi en
iterasjon metode som heter Jacobi metode.
Nar tar vi M lik den lavere trianguleere delen av A, d.v.s.

mi;=a;;, t=1,...,n,7=1,...,i, mi; =0, i=1,...,n, j=1+1,...

sa far vi en iterasjon metode som heter Gauss-Seidel metode.
Se pa de generelle formlene til Jacobi’s og Gauss-Seidel’s metoder i
notat om Newton’s metode og tabell 18.2 Kreyszig s. 902.

3.3 Konvergens

Siden lgsningen = og iterasjons beregnet verdi ™ er to vektorer, for a
male hvor neer z(™ er til z ma vi bruke et norm: |z — 2™

Hvis u er en vektor med n komponenter, eksempler av normer av u
er:

o |lully :=|ui|+ ...+ |uy|, norm-1;

o ||t max = maxi<i<p |u;], max-norm;

f 1
o |lulla = (lur)* + ...+ |u,?)2 = (uTu)Q, norm-2.

I konvergensanalyse bruker vi ogsa matrise-norm. Eksempler av matrise-
norm til en matrise U (med elementer u; ;) er:
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o |Ul|lr= \/m, Frobenius norm;

@ ||Ullmax = max; 327 [u; j| max-norm;
o |[U|]y :=max; >, |u; ;| norm-1.

For eksemper kan vi beregne norm av

3 2
o-[43)
vi har
Ulp = /32 + 22+ (~1)2 = v/14 = 3.74165738677394,
”U”max = max{|3|+|2|,| _1|+|O|}:57
ol = max{|3| + [ — 1|, |2 + (0]} = 4.

La oss skrive iterasjonsmetoden var i den fglgende generelle maten:
™) = MIN2™ 4 My,
og ved & definere C := M~'N og g := M~'b kan vi skrive:
) = 0™ 4 g (3.19)

Theorem 1 Huvis det fins et norm || - || slik at ||C|| < 1 da konvergerer
iterasjonen (3.19) for alle v(9).

3.4 Eksempel

3 1 3 0 0 —1
B:[—1 2.5]’M:[0 2.5]’]\[:[1 0]

da har vi at

La oss ta

0.4000 0

og ||Csllr = 0.5207, ||Csll1 = [|Cs]|lmax = 0.4000, dermed, gitt f, konverg-
erer Jacobi metode for Bz = f for hver z(¥.

C— MN — [ 0 —0.3333 ]

14



For Gauss-Seidel metode har vi

co_[3 070 -1]_Jo 03833
G511 -1 25 0 0| |0 —0.1333
og ||Cgs||F = 03590, ’|Cgs||1 = 0.4667 0og ”CGSHmax = 03333, dermed

konvergerer Gauss-Seidel metode for Bx = f for hver x(©.

3.5 Eksempel

La oss ta matrisen fra eksempel (3.18):

1 -1
a= 4

vi har verifisert at bade Jacobi og Gauss-Seidel konvergerer. For Jacobi

metode har vi:
o _[ro] o] _fo1
7710 2 1Lo|] |10

med normer ||Cyllr > 1 ||Cllmax = 1 [|Cy|l1 > 1. For Gauss-Seidel har vi
o _[ 1o To1] o
@ -1 2 00| |0

og [Casllr 2 1 [|Cas|lmax = 1 [[Caslly = 1.

Her hypotesene av forrige teorem er ikke oppfylt, selv om vi vet fra
numeriske beregninger at iterasjonene konvergerer. Vi ma bruke en annen
teknikk hvis vi vil forkaste (bevise) konvergensen teoretisk.

Husk at et tall reell eller kompleks A\ slik at det fins v vektoren slik at

Cu = \u

NO[= =

kalles egenverdi av C' og u kalles egenvektor. La o(C') veere mengden av
alle egenverdier av C' (det fins ikke mer enn n distinkte egenverdier for
en n X n matrise), sa kan man definere
C):= A
p(C) = max |A|
p(C) heter spektral radius av C' og det er en positivt tall som brukes mye

for a estimere konvergens av iterasjonsmetoder i linezere systemer.
Man kan bevise:
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Theorem 2 Huis p(C) < 1 iterasjonsmetode (3.19) konvergerer for alle
(0)
zW.

(Merk at det holder det motsatt ogsa d.v.s, hvis iterasjonen konverg-
erer for alle 2°, p(C) < 1.)
I eksemplet vare vi skal finne egenverdier til C'; og Cgg. Merk at

Cu=X < (C—MN)u=0<«det(C —\)=0,

hvor I er identitet matrise og

det(U) = det Q Y11 Y12 ]) = Uy U2 — U - U .

U1 U2

Sa har vi at

wsn-an([§ ][5 ) -oe( 7 3) 4

og vi har A/, = :I:\/g ~ +0.7071. Sa p(C) = 0.7071 og dermed p(C) < 1.
For Cgg har vi

det(C'J—)\I):detq_O)\ %iAD: (;—)\),

og vi har A§® = 0 og A\§° = % og p(Cas) = %
Grunnen til at Gauss-Seidel metode konvergerer raskere enn Jacobi
metode er at p(Cas) < p(Cy).
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