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Lgsningsforslag gving 5

Oppgave 1

Her er det bare & derivere og sette inn.

Oppgave 2
Vi studerer Hermite-interpolasjon som karakteriseres ved at et polynom p(z) definert pa n + 1
distinkte noder g, 1, ..., z, tilfredsstiller betingelsene

plx) =y, pz)=v, i=0,1,....n (1)

der {y;}7_ og {vi}—, er vilkarlige, spesifiserte verdier.

a)

b)

Det er rimelig & anta p € Py, siden (1)) spesifiserer 2n 4 2 betingelser (2 betingelser for
hvert av n + 1 punkter). Et polynom av grad 2n + 1 kan generelt representeres ved

ag + a1z + agx® + - - + agnx®™ + agpp i

og har folgelig 2n + 2 parametre ag, ay, ..., as,+1. Vi kan dermed bruke betingelsene (/1))
til entydig & bestemme disse parametrene.

Vi antar at de forelgpig uspesifiserte funksjonene A4;(x) og B;(x), alle definert for i =
0,1,...,n, tilfredsstiller

AZ(JZ]) = (52']‘, Bi(a:j 0,
Ai(zj) =0,  Bi(z;) =4
for alle 4,7 = 0,1,...,n. Vi definerer funksjonen g(z) som oppgitt ved

(2)

)
)

g(@) = 3 yidi(a) + 3 viBi(a). 3)
1=0 i=0

Merk: Vi har forelgpig ikke sagt noe om hvilken type funksjon A;(x) og B;(x) er, bare at
de skal tilfredsstille betingelsene .

Gitt funksjonen g(z) i finner vi spesielt for vilkarlig j =0,1,...,n

g(x;) = widi(zj) + Y _viBi(z;) = > yibi; + > _vi-0=1y;,
i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n
g (@) =Y yidi(ey) + ) wiBi(xj) =) yi-0+ ) wvidyy = v;.
=0 =0 =0 =0

Vi har dermed vist at en funksjon g(x) som definert i oppfyller safremt basisfunk-
sjonene A;(x) og B;(x) tilfredsstiller ([2)).



c)

d)

Vi ser na pa mulige representasjoner av basisfunksjonene A;(x) og B;(x). Spesielt ser vi
pa basisfunksjoner A; € Poy, 11 og B; € Pay11. Vi bruker kardinalfunksjonene

L,(w):H JZ—.’L']'

Ti— 1
j=0"t
JFi

som tilfredsstiller L;(z;) = d;; og studerer spesielt funksjonene
Ai(z) = (1= 2(x — 25)Li(2:)) Li (),  Bi(z) = (z — 2:) L} (2). (4)
Det er da apenbart at A; € Po, 11 og B; € Po,y1. Vi finner videre at
Ai(w) = =2Li(xi) L7 (x) + 2(1 = 2(z — 21) Li(=:)) Li(2) Li (@)

=2L;(z)Li(x)(1 — Li(z) — 2(x — ;) Li(x;))
Bj(z) = Li(x) + 2(x — 25)Li(x) Li(x) = Li(x) (Li(z) + 2(z — ;) Li(x)).
Da ser vi videre lett at polynomene A;(z) og B;(z) tilfredsstiller for alle i,j =
0,1,...,n. Polynomene (4f) er altsd polynomer av grad 2n + 1 som tilfredsstiller de

ngdvendige basisbetingelsene og fglgelig kan brukes som basisfunksjoner for & konstruere
polynomer av grad 2n + 1 som tilfredsstiller betingelsene (|1).

Vi skal finne et tredjegradspolynom p(z) som tilfredsstiller

p(1)=1, P(1)=3, p2)=14, p'(2)=24
I dette tilfellet er 2n +1 =3 = n =1 og vi finner spesielt

r—2 r—1
_1_2_2_:67 Ll(m)_

Ly(x) = —1, Li(z) =1
Li(z) = 2? — 4z + 4, Li(z)=2? =2z +1

Lo (3:)

Fra representasjonen finner vi da

Ao(z) = (1 =2(x—1) - (-1))(2® — 4z +4) = 2z — 1)(2® — 4z + 4)
Ai(z)=(1-2(x-2)-1)(z® =22+ 1) = (5 — 22) (2 — 22 + 1)
Bo(z) = (z — 1)(2? — 4z + 4)

Bi(z) = (z — 2)(2* — 2z + 1)

Da er tredjegradspolynomet som tilfredsstiller betingelsene over gitt ved

p(x) = (2c —1)(2® — 4z +4)+3- (x —1)(2? — 4z + 4)
+14-(5—22)(2® — 20+ 1) +24- (z — 2)(2* — 22 + 1)
=23 4 622 — 122 + 6.

Det siste resultatet fglger ved litt regning.



Oppgave 3

For & lgse denne oppgaven kan du tenke at alle spliner av grad 1 pa [a, b] er stykkevis linesre,
kontinuerlige funksjoner. Da prgver vi & bygge opp s(x) slik at den blir riktig pa hvert
intervall I; := [z;_1, z;].

Vi ser at (x—x;_1)" er null for z < x;_; og sammenfaller med linja med stigningstall 1 gjennom
x;_1 for x > x;_1. Ved & gange (x — x;_1)" med en konstant o modifiserer vi stigningstallet
til linja fra 1 til a.

S& pa I; := [x;_1, ;] er s(x) av formen
8|[i(33) = ,8 + Oé(l’ — xi_1)+.

For & fa riktig verdi av s(z) pa Ij+1 := [x;, zi+1] kan vi benytte at pa intervallet ;1 (og faktisk
for alle z € R, x > z;) er

Broar—z )t —(v+alz—z)") =0,

der v = 4 a(z; — x;—1). Ved & benytte samme tankegangen for alle intervaller far vi resultatet.

Oppgave 4

Betrakt ¢ slik at |s]| = max;|s}|, og betrakt ligning ¢ i det linesere systemet som brukes til &
beregne de naturlige kubiske spliner:

th,l —|—4h8§/ + hs;/+1 -6 <fi+1h— fz . fz _hfi1> '

Ved a bruke at |s]| = max;|s}| og Taylors teorem, sa har vi
Ah|si| < hlsi |+ hlsiiy |+ 6[f (i) — f/(nim1)| < 2h1si| + 61f (i) — f'(ni-1)]
og dermed
hlsi| < 3[f'(mi) — f'(mi-1)],
med 7; € (x4, Tit1), Ni—1 € (Ti—1,x;). I tillegg har vi

_ ) = f (i)
1 — Ni—1]

(i) = £ (mi-1) [mi = mi-1] < [2hf"(€)] < 2| "]l

slik at vi far
|57 | < 6] f" oo



Anvendelse av resultatet i oppgave 4

Under antagelsene i oppgave 4 gnsker vi na a bevise feilskranken
7 2 1
(@) = s(@)] < gh71f oo (5)

Betrakt intervallet [x;_1,z;], og la & € (x;_1, ;). Betrakt funksjonen

g(z) = f(z) — s(a) — L7 “Z‘)Ew ~ o)) (4(z)  o(2).

Vi har g(z;) = 0, g(x;_1) = 0 og g(Z) = 0, sa ¢” () har minst ett nullpunkt & € (z;_1, x;) slik
at vi far 5
0= f"(&) — s"(E) —

f (gl) (EZ) (.i‘ _ xz)(:i _ xi—l)

(f(@) - s(z)),
og
(.f — I‘Z)(.f — l'i—l)

f(@) —s(z) = 5 (f"(&) — s"(&))-

Siden s”(z) er et linesert polynom pa [z;—1, z;], (en linje mellom (z;_1,s! ;) og (x;, s

/"

7)) s& er

|s" (&) < max{|s{_y|.|s][}, Vi
Man kan ogsa lett vise (se gving 3, oppgave 3) at

h2

(@ —20)(z — 2i-1)l <
hvilket leder til )

|f(z) —s(z)| < §h2(||f”||oo + mgX!Sé'I)

Sammen med resultatet fra oppgave 4 gir dette ().



