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Lgsningsforslag gving 7

Oppgave 1
a) Vi har

Eksakt lgsning: Y(tns1) = y(tn) + h® (tn, y(tn); h) +dpi1,
Numerisk lgsning;: Yn+1 = Yn + AP (tn, yn; h).

Ta differensen mellom disse, og bruk at den globale feilen i skritt n er gitt ved e, =
y(tn) = Yn:
entl = €n + h<(I) (tna y(tn)§ h) - CI)(tm Yn; h)) +dpy1.

Ta normen pé begge sider og bruk sa trekantulikheten for normer:

lentall =

en + h(q)(tm y(tn)§ h) - (b(tm Yn; h)) + dn+1H
< ”enn + hH(I)(tnay(tn); h) - (I)(tnayn; h)” + ”dn+1”

Bruk deretter antagelsene som er gitt i oppgaven:
lensill < lleall + M ly(tn) = yall + DRP* = (1 + hM)|len|| + DR
Forutsatt at y(tp) = yo har vi na at

llea]| < DRP*,
leall < (1 + hM)DhP* + DRPFY,

: n—1
leall < DRPFLY (1 + BM)Y,
. i=0
slik at
lex| < DRP* Nzl(l pay = QDT 1 A RMT -1,
e pas T 14+ hM -1 = i .
Bruk det faktum at e* > 1 + x for x > 0, slik at
thN - ]. eM(tend_tO) _ 1
< T T e o
lex|l < ——7—Dh — DhP = Ch

Dette argumentet er gyldig uavhengig av hvilken norm som blir valgt.



b) Vi vet at f oppfyller Lipschitz-betingelsen i y, dvs.

1t y) = f(& DI < Ly =3l

Inkrementsfunksjonen ®(t,,y,;h) for den oppgitte metoden er gitt som
(I)(tmyn; h) = bi1ky + boks.

Sa la oss regne ut denne for to ulike startverdier y, og ¥n.

kl = f(tn’yn)v I;il — f(tnagn)y
k?2 - f(tn + Czh, Yn + thkl), i;/‘Q = f(tn + CQh, Qn + th];j).
Dermed er

D(tn, Yns h) — ®(tn, Gins h) = b1 (k1 — k1) + ba(ka — k2).
Ta normen pa begge sider, bruk egenskapene til en norm og Lipschitz-kontinuitet for f:
19 (tns yns h) = B (bn, Gins D)) = (|01 (k1 — k1) + ba(ka — ko)
< |bulllkr = k[l + [bal[[ ke — k2|
< |ba|Lllyn — il + [b2| Lllyn + heaky = Gin — heoks |
< 01| Lllyn = Ynll + [b2| L(lyn — Gnll + hle2| Lllyn — inll)

Samler vi sammen dette og bruker h < hy.x, har vi vist fglgende:
D (tn, yns h) — @(tn, Jns h))|| < M||lyn — Fnll

med
M = L(|b1| + [b2]) + humax L?|baca).



Oppgave 2

a) Vi kan skrive (4) fra oppgaveteksten som et system av to forsteordens differensialligninger
ved & innfgre variabelen v = u/. Da far vi

u v
v' ) \Acoswt +u(l —u?)—kv)"

)T

b) Ved & skrive
u = (u,v

0og
f(t,u) = (v, Acoswt + u(l — u?) — kv)T

der superskript T betyr transponert, kan vi skrive forbedret Euler for dette problemet
som

Upt1 = Uy + g(f(tma um) + f(tm—f—h U, + hf(tm7 um))) .

Med de gitte startverdiene har vi at

£(to, up) = (U(O), Acos(w - 0) +u(0)(1 — u(0)%) — kv(O))T = (0,47,

og
f(t1,uo + hf(to,up)) = £(h, (0+h-0,0+hA)") = A(h,coswh — kh)™.

()= () ’;K%(W’J_kh)]

Ah
9 l—l—coswh kh

som med de gitte verdiene gir
u1) _ (0,002
vy )~ \0,0394)

For punktene c), d) og e), se vedlagte MATLAB-filer, og prov selv.

Dermed far vi

Resultatet med forbedret Euler og RK4 er gitt i figurene under. Her har vi brukt parametrene
fra oppgave 2b) med h = 0,01 og integrert fra 0 til 100.






Oppgave 3

a) De atte ordensbetingelsene for fjerdeordens Runge-Kutta-metoder er:

Y bi=1 (1)
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For & kontrollere at den gitte metoden oppfyller ordensbetingelsene behgver vi na bare a
sette inn verdiene fra Butcher-tabellen. For eksempel far vi for @

§ : 2 2 2 2
biaijcj = b3a3262 + b4(a4262 + a4363)

i7j
11/1\* 1 1)\° 1\*) 1
=-—(z (0= 1-| = = —.
32<2> +6< (2) * <2> > 12
b) Vi gnsker & finne et sett med vekter b; slik at betingelsene f er tilfredsstilte. Det

betyr at

by +by+b3+by =1

1. 1- N 1
—by + —b3 + by = =
22+23+4 2a
1. 1. N 1
Zby+ —b3g+ by ==
42+43+4 3’
1. 1. 1
b3+ —by = —.
13T =g

Dette systemet har en entydig lgsning, nemlig vektene i den opprinnelige Kuttas metode,
by =bs= % og by = b3 = % Derfor kan ikke denne lgsningen brukes til sammenligning.



Oppgave 4

a)

b)

Ligningen ' = y, y(0) har lgsningen y(t) = e'yo. Lgsningen etter et skritt vil veere
h? K3 o hP
h
Mm:eyw:0+h+2y+$+~~)m=m§0m.

En eksplisitt metode med s nivaer blir for dette problemet

k1 = yo
k2 =1y + hCLQlkl = (1 + hagl)yo
ks = yo + hagiky + hassks = (1 + h(as + asz) + h*aszaz1)yo

’ s—1

ks =1y + hZasjkj
7=1

Y1 = Yo + thzk:Z
i=1

Vi ser at k; er et polynom av grad ¢ — 1 i h. Det betyr at y; er et polynom av grad s.
Metoden kan altsd maksimalt vaere av orden s.

Kommentar: Det fins eksplisitte Runge-Kutta-metoder av orden s for s < 4. Men for &
finne en slik metode av orden 5, trengs s > 6.

Vi setter opp de 4 gjeldende ordensbetingelsene for metoder av orden 3 med 3 nivaer:

bi + by + b3 =1,
1

baco + bzes = 2
1

bgc% + bgc% = g,
1

b3a3202 = -.

(=}

Dette systemet er linesert for b1, bo, b3. Vi kan se bort fra den fgrste ligningen og b1, og
sette opp et system for by, b3:

2 C3 b 1/2
2

2 <b3) =11/3

0 a3aCo 1/6

For at systemet skal ha en lgsning ma hgyresiden veere med i kolonnerommet til matrisen,
dette innebaerer at 3 x 3-matrisen vi far ved a legge til hgyresiden som en tredje kolonne
ma veere singuleer, dvs. med O-determinant. Kravet blir derfor

cg cg  1/2
3 3 1/3]=0 e 62(361320% — 2agacy — c2c3 + C%) =0.
0 asaC 1/6



Na er ikke co = 0 mulig fordi den fgrste kolonnen da blir eksakt null og den andre blir
ikke proporsjonal med den tredje. Vi kan ogsa se dette fra at den siste ordensbetingelsen
blir umulig & oppfylle. Vi konkluderer derfor med at et ngdvendig og tilstrekkelig krav er

30,320% — 2agoco — coc3 + Cg =0.

c) Vi kan sette inn ags = c3 i relasjonen ovenfor og far da kravet
C3 (63 - 302(1 - CQ)) =0.

Vi kan ikke ha ¢z = 0 fordi da blir azy = 0 og den siste ordensbetingelsen kan ikke
oppfylles. Istedet ma vi kreve
C3 = 362(1 — 02).

Vi merker oss at alle verdier for cy bortsett fra co = 0,c0 = 1 er tillatt. For alle
gvrige verdier av cy karakteriseres metoden forgvrig som fglger uttrykt ved den frie
parameteren co:

b — c3 —3c3/2+2¢2/3 —1/9

c3(c2 — 1)
62/2—1/6
by=——5—,
5
1
by =

18¢2(1 — ¢2)’
d) En finner feilestimeringsmetode ved & kreve

A A A 1
b1 +bs =1, byco = —.

2
Merk kravet fra tidligere om at ca ¢ {0,1}. Dermed kan vi sette
. 1 - 1
by =1——, by=_—,
! 202 2 202

s& dette blir ogsa en familie med parameteren cs fra forrige punkt.

Oppgave 5
a) Egenverdiene er \;» = —10 = 20i.
b) Stabilitetsfunksjonen er gitt ved
R(z)=1+z+ %ZQ.
For at den numeriske lgsningen skal veere stabil ma
|R(hN\)| <1
for alle egenverdiene av M. I vart tilfelle betyr det at
|R((~10 + 200)R)|* = R((~10 + 20i)h) - R((~10 — 20i)R)
=1 — 20h + 200h2 — 5000h> 4+ 62500h* < 1,
noe som er oppfylt for 0 < h < 0,08603.



¢) Se ov07_5c.m. Bruk f.eks. skrittlengdene 0,085, 0,086 og 0,087.

Oppgave 6

Du kan gjgre denne oppgaven selv. Resultatet vil kanskje overraske deg!



