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Hjelpemidler (kode B): Enkel kalkulator (HP 30S)
Alle trykte og handskrevne hjelpemidler er tillatt

Sensurdato: uke 22

Alle svar skal begrunnes, og det skal ga klart fram hvordan svarene er oppnadd.

Oppgave 1
Vi skal se pa randverdiproblemet
0u(z)
1 = =
1) = @), sea=(0,1)

w(0) =u'(0) =u(l) =4'(1) =0
som opptrer i forbindelse bgyning av en fiksert stav av lengde 1.

a) Vis at dette problemet kan gis fglgende variasjonsformulering:

Finn u € X slik at
(W' v") = (f,0) WveX

hvor (w,) = [ w(z)r(z)dz og

X = {ve c'([0,1]) ]v” e L([0,1]), v(0) = v'(0) = v(1) = /(1) =

Side 1 av 5

b) Vi triangulerer 2 med K elementer med uniform lengde h = 1/K, som vist i figur 1
La X, ={veX ] 'UIT}I‘c € P(TF),k=1,...,K} C X og la T veere referanse-elementet

som vist i figur 2. Referanse-elementet har to noder, der hver node har to frihetsgrader
som fglger av at X C C*([0,1]). For den lokale noden z; har vi da to basisfunksjoner:
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Figur 1: Diskretisert omrade 2

X =-] AN X2= +1
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Figur 2: Referanse element

é1(z) og 1 (), der ¢1(z1) = 1 og ¥j(z1) = 1. Hvilke andre krav mé du sette pa o1(z)
og 1 (x) for entydig & bestemme basisfunksjonene? Vis at ¢;(x) og 11(x) er henholdsvis

gitt som:
(2) cbl(iv):($+1)ima1)2+(w;1)2, —1<z<1
(3) Yi(z) = (m+l>f"1)2, —1<z<1

Vi gnsker na & finne uy(x) € X, slik at

(up, v") = (fiv) Vv € X,

J
at du kjenner ¢1(x), se (2) og ¥1(x), se (3), skriv opp utrykkene for ¢;(z) og ¥;(z),
j=1,...,K — 1, og deres definisjonsomréder.

der up(z) = K ups05(x) + Zj;l up,%;(z) (Summert over de indre nodene). Gitt

c) Formuler en elementmetode basert pa X, og gi det resulterende linesere ligningssystemet.

d) Gitt f(z,y) = 1, finn den numeriske lgsningen for tilfellet K = 2 og sammenlign med
eksakt lgsning.

Oppgave 2
La Q veere omradet
2= (0,1) x (0,1).

Over Q har vi gitt differensialligningen

(D) ~2 (se %) - 2 (o) ) = e (ms) e

med u = 0 pa randen til  og hvor b og f er tilstrekkelig glatte og b(z,y) > by > 0 for alle
(z,y) € Q.
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a) Vis at variasjonsformuleringen for dette problemet er:
Finn u € X slik at
V) -
a(u,v) =1l(v) YwvelX

hvor X er et passende funksjonsrom. Bestem a(u,v) og I(v) og angi X.

Fra na av vil vi anta at b(z,y) = 1 og f(z,y) = 1. Vi deler n& opp omrédet §2 ved hjelp av
bilinesere kvadratiske elementer. Vi tenker oss at antall elementer er det samme i bade z- og
y-retning, med uniform inndeling. La sidekanten av et vilkérlig element ha lengden h. Totalt
er det K elementer. Hvert element har fire noder, én i hvert hjgrne. Galerkin-formulering for
det diskretiserte problemt er da:
Finn u; € X, slik at

(V&)

a(up,v) =1lv) YWweX,CX

hvor X, = {v e X l vl € P (TF)k=1,...,K} og hvor IP, = span{1,z,y, 7y} er rommet av
alle bilinesere funksjoner. Nodene i et element er gitt lokale nodenummer som vist i figur 3

X4 X3
. ®
® ®

Xy X2

Figur 3: Kvadratisk bilinezert element

b) Anta at vi velger en nodal basis for I (TF). Gi eksplisitt uttrykk for alle basisfunksjonene.

c) Vis at den lokale stivhetsmatrisen Ay, € R*** for et vilkérlig element T er gitt som

2/3 —1/6 —1/3 —1/6
~1/6 2/3 —1/6 —1/3

(4) Av=1_1/3 —1/6 2/3 —1/6
-1/6 —-1/3 —-1/6 2/3
Oppgave 3
I denne oppgaven skal vi se pa fglgende Poisson-problem
(5) —Vu(z,y) =1, (z,y) €Q

der omradet 2 og tilhgrende randkrav til ligningen (5) er illustrert i fglgende figur:
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y

Gi den lokale stivhetsmatrisen for et linezert triangel 77 med sidelengde h. Nodene i trekant-
elementet er gitt lokale nodenummer som vist i figur 4

X3
L

X4 X9

Figur 4: Trianguleert linesert element

Omradet 2 deles inn som vist i figuren nedenfor:

Pa K, K, og K3 brukes bilinezre funksjoner mens vi pa 13, Ty og T3 bruker lineszre funksjoner.
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De ukjente i p;, ps 0g ps betegnes med uy,up og uz. La

Q:[ula Uz, U3]T

Finn den globale stivhetsmatrisen A og den globale vektoren F ved 4 innaddere bidragene fra
hvert element. De ukjente skal altsa veere lgsning av

Au=F.

Hint: Du far bruk for stivhetsmatrisen i (4) fra oppgave 2.



