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Oppgave 1 Figur 1 viser et kvadratisk element med utstrekning QT'}D = (0,1). Elementet

y

")

Figur 1: 1 dimensjonalt kvadratisk element.

har 3 lokale noder, nummerert fra venstre til hgyre i figuren. Basisfunksjonen 1P for lokal
node 1 er vist i figuren og er gitt ved

¥iP(z) = 2(1:—-—%) (:z~— 1).
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a) Kopier figuren over til din besvarelse og tegn opp de tilhgrende basisfunksjonene for
lokale noder 2 og 3. Skriv ogsa basisfunksjonene for lokal node 2 og 3 som funksjoner av
T.

I

Figur 2: 2 dimensjonalt kvadratisk element.

Figur 2 viser omradet Q = (0,1) x (0,1) diskretisert med ett kvadratisk element. Elementet
har 9 lokale noder nummerert som vist pa figuren.

b) Skriv opp de 9 kvadratiske basisfunksjonene som funksjoner av z og y.
Hint: Bruk basisfunksjonene for det 1-dimensjonale elementet i oppgave a).

Vi skal nd betrakte Poi‘ssonproblemet

-~V =1 i 2=1(0,1) x(0,1) (1)
u=20 pé o0.

¢) Utled en svak formulering av problemet pa formen:
Finn u € X slik at

a(u,v) = l(v), Vv € X.

Bestem funksjonsrommet X og formene a(-,-) og I(-).

Vi diskretiserer Poissonproblemét (1) fra oppgave c) med ett kvadratisk element som vist i
figur 2. Vi uttrykker lgsningen wu), ved hjelp av basisfunksjonene og setter inn i den svake
formuleringen fra oppgave c) og tar hensyn til randbetingelsene. Dette gir ligningssystemet

Ahuh = Fh, (2)
der (An)i; = a(th;, i) og (Fn)i = U(1).

d) Hvor mange frihetsgrader har det linesere systemet?




23-03-07;10:29 ; A ;0047 73593624 # 3/

0047 73593524

Side 3 av 5

Deler av den lokale stivhetsmatrisen for det kvadratiske 9-noders elementet i oppgave b) er
gitt under

(x =L =1 =1 =l =L 1 1 cig]

30 45 30 5 5 9 9 45

-1 28 =1 =1 1 =t 1 1 16

3 45 30 4 9 5 5 9 a5

-1 -1 28 -1 1 1 =i =1 =lI¢

B 3 45 B9 5 5 5 45

= -t -1 2 -1 1 1 z1 =16

- 30 45 30 45 5 ] ) 5 5

T

S I G -1 88 =i6 =16 =16
Ah 5 9 X 5 45 45 0 45 15
-1 -1 1 1 =16 8 =18 g =6

5 5 ] 9 45 45 45 15

I =1 =t 1 o =8 8 16 -16

] 5 5 ] i 45 45 15

1 1 =1 =1l =-I8 =16 8 -I6

9 9 5 5 45 B 4B 15

~16 =18 —16 =16 —16 =16 ~16 —l6 256
|45 a5 a5 45 15 15 15 15 5 .

T2P 72D .
e) Elementene (4;* )11 0g (4" )s,3 mangler. Bestem disse.

Den lokale lastvektoren for det kvadratiske elementet er

(T2t
w
Ol
Surmeed

~fr i 1 1 1 1
Fh—[ss 36 3 36 § 9

f) Les det linezre systemet (2) og skriv opp den numeriske lgsningen up(z, y)-

Oppgave 2 Vi skal se pa differensialligningen

—Ugy + Uz +U= [ i z € (0,1) 3)
w'(0) =u'(1) =0.
a) Finn den svake formuleringen
alu,v) =1v) WYvelX

Identifiser spesielt den bilinezre formen a(-, -), den linesere formen () og funksjonsrom-
met X.

b) Vis at
la(u, v)] < Cllulix v x,

og bestem konstanten C.
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c) Vis at
a(v,v) 2 aflullk,
og bestem konstanten a.
Oppgave 3 Betrakt det tidsavhengige konveksjonsproblemet
du _ Bu , |
5{+U5;‘0 i Q=(0,1)
’ w(0, ) = u(l,1)
u(z, 0) = u°(z)
P4 svak form er problemet:
Finn u € Y(X) slik at
i(u, v) + e(u,v) =0 Yv e X, A (4)

di
Hvor

1
Yw,v € X, c(w,v)=/ Uwzvdz
0

1
Yw,v € X, (w,v):-:/ wv dz
0

og funksjonsrommene er definert ved
X = Hy(Q) = {ve H'(Q) | v(0) =v(1)}

T
Y(X) = {v |Vt € [0,T], v(z,?) € X, /0 ol oyt < 00}

a) Anta at vi vil bruke elementmetoden til & diskretisere (4) i rom. Anta videre at vi bruker
et uniformt grid med K linezre elementer. Formuler den diskrete versjonen av (4). Hva
er dimensjonen til det diskrete funksjonsrommet X7

b) Fra n& av skal vi bruke K = 4 linezre elementer. Skisser basisfunksjonene og skriv opp
lokal-til-global avbildning av nodene.

Bruk av K linesere elementer gir i et system av ordineere differensialligninger pa formen:

Mh%‘;—" +Chuy =0 (5)

der M, er massematrisa og C}, er den diskrete konveksjonsoperatoren.
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c) Assembler den globale diskrete konveksjonsoperatoren C), for K = 4 linezere elementer.
Den lokale elementmatrisen for hvert element er:

Ul-11
k-—-._.
¢ "2{—1 1}'

d) Hva er numerisk dispersjon og hva er arsaken til numerisk dispersjon?




