Gruvedrift
Notat for TMA4240/TMAA4245 Statistikk*

Institutt for matematiske fag,
NTNU

I forbindelse med planlegging av gruvedrift i et omrade er det mange hensyn som ma tas
nar en skal vurdere om prosjektet er lgnnsomt. Blant annet er informasjon om den romlige
fordelingen til malmen i berget ngdvendig for effektivt a kunne utvinne mineralene. Vi
vil her se narmere p& malinger av innholdet av et bestemt oksid i malmprgver hentet fra
borehull. Malingene av oksidinnhold kan gjgres pa to forskjellige méater:

e Rgntgenfluorescensanalyse pé et laboratorium (XRF); gir stor ngyaktighet, men er
relativt kostbart og tidkrevende.

e Maling pa stedet med et baerbart rentgenapparat (XMET); ikke like ngyaktig, men
billigere og raskere.

En naerliggende problemstilling er hvor stor ungyaktighet som introduseres i dataene nar
man bruker XMET i stedet for XRF.

Dataene i malmdata.txt bestar av 1871 observasjoner av oksidinnhold malt med XMET,
hvorav 103 observasjoner ogsa er malt med XRF. De syv kolonnene er, fra venstre: Ob-
servasjon nr., posisjon (gst), posisjon (nord), dybde, oksidinnhold (XRF), oksidinnhold
(XMET) og mineraliseringsklasse (se nedenfor). Figur 1 viser hvor i gruva mélingene er
hentet fra. De forste fem observasjonene er listet i tabell 1.

Tabell 1 — De forste fem observasjonene i datasettet. Alle tilhgrer klasse 1, og det foreligger
ikke XRF-malinger for noen av dem (i .txt-fila er dette markert ved at XRF-
malingen er satt til 300).

Obs. nr. @st  Nord Dybde XRF XMET Klasse
1 —326.2 146.85 44.8 - 1.22 1
2 —323.48 138.37 40.57 - 0.97 1
3 —320.76 129.87  36.35 - 0.98 1
4 —317.93 121.37 32.15 - 0.82 1
5} —315.17 112.87 27.97 - 0.85 1

*Notatet er skrevet av Jacob Skauvold i samarbeid med Jo Eidsvik, og er ba-
sert pad  forskningsrapporten The  wvalue of information in  mineral  ezploration
http://wuw.math.ntnu.no/preprint/statistics/2012/52-2012.pdf av Jo Eidsvik og Steinar
L. Ellefmo. Dersom du finner feil eller har forslag til forbedringer, ta kontakt med Jo Eidsvik,
joeid@math.ntnu.no
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Figur 1 — Posisjonene i gruva hvor malingene er tatt. Den horisontale aksen er gstlig lengde,
mens den vertikale aksen er dybde. De fleste punktene ligger langs rette linjer som
tilsvarer borehull. Observasjonene hvor det bare er gjort XMET-malinger er mar-
kert med sorte prikker, mens de hvor det finnes bade XMET og XRF-malinger er
markert med bla sirkler. Figuren er laget med scriptet i plotPositions.m. Koordi-
natene er tredimensjonale. Scriptet ber derfor kjgres, og plottet roteres, for bedre
& gjengi informasjonen.

Stgy

Vi gnsker & ansla hvor ngyaktige XMET-mélingene er i forhold til XRF-malingene. Betrakt
de 103 observasjonene hvor oksidinnholdet er malt pa begge mater. La yi1,...,y1103 veere
XRF-malingene, og la ya1, ..., y2103 veere XMET-malingene. Vi antar at y1;,¢=1,...,103
er helt ngyaktige malinger dvs. den malte verdien er den riktige verdien. Vi antar videre
at XMET-malingene er gjenstand for normalfordelt stgy,

Y2i = Y1i + Ei,s 5iNN(077—2)7 t=1,...,108,

og vi vil derfor se neermere pa fordelingen til €; = yo; — y14, ¢ = 1,...,103. Figur 2 viser
hvordan observasjonene av € ligger spredt om null. Figuren viser ogsa et histogram og et
Q-Q plott som kan brukes til & vurdere om antakelsen om normalfordeling holder.

Som estimat for forventningsverdien p. til € far vi

103

_ 1

€= 103 Z ¢ = 0.0174.
=1

Siden forventningsverdien per antakelse er null, er det to naturlige valg av estimator for

variansen (se kap. 4.2 og 8.2 1 W.M.M.Y.):

1 103 1 103
&2 — 0 D (ei—€)?=034617 og 7’ = 103 D e =0.3449%,
=1 =1

I dette tilfellet spiller det liten rolle hvilken estimator vi velger. Vi noterer oss at |€| er liten
sammenliknet med det estimerte standardavviket.
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Figur 2 — Overst: Fordelingen av ¢; om null (stiplet linje) for i = 1,...,103, Venstre: His-
togram for e, Hoyre: Q-Q plott av € for vurdering av normalitet. Figuren er laget
med noise.m

Hypotesetest: Er p. forskjellig fra null?

Antar at € er normalfordelt med forventningsverdi p, og varians o2, stiller opp hypotesene
Hy: pe=0 og Hi: pe#0,

og bruker at under nullhypotesen er observatoren

€
\/82/103

t-fordelt med 102 frihetsgrader (se kap. 10.4 1 W.M.M.Y.). Velger signifikansniva a = 0.05,
og finner de kritiske verdiene tp.975102 = —%0.025,102 = 1.9835. Finner sa den observerte
verdien T = 0.5095. Vi konkluderer at u. ikke er signifikant forskjellig fra null pa signifi-

kansniva a = 0.05.
Merk at for denne utvalgsstgrrelsen er t-testen mer eller mindre identisk med en tilsva-

rende test med normalfordeling.

Klassifisering av malmprgver

Utfra kvalitative geologiske betraktninger kan malmprgvene deles inn i tre klasser; klasse
1, klasse 2 og klasse 3, med gkende grad av mineralisering. Typisk kommer de hgyeste
maélingene av oksidinnhold fra klasse 3-prover. Box plot av oksidinnhold med én boks for
hver klasse er vist i figur 3 bade for XMET-data og for XRF-data.
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Figur 3 — Venstre: XMET-maélinger av oksidinnhold fordelt pa klasse 1 (249 observasjoner),
klasse 2 (479 observasjoner) og klasse 3 (1043 observasjoner). Hgyre: XRF-maélinger
av oksidinnhold fordelt pa klasse 1 (6 observasjoner), klasse 2 (11 observasjoner)
og klasse 3 (86 observasjoner). Klasse 3 har de hgyeste méalingene, og stgrst for-
ventningsverdi, men ogsa stgrre spredning enn klasse 1 og 2. Figuren er laget med
classboxplot.m.

Estimering av forventingsverdi

La p1, po og ps veere forventet oksidinnhold for en malmpreve av henholdsvis klasse 1, 2
og 3. Vi regner ut estimat og konfidensintervall for p;, ¢ = 1,2,3. Som estimator for pu;

bruker vi
n;

_ 1
Yi= — Z Yij
n; “
7=1
hvor vi summerer over alle klasse i-observasjonene, nj +ngs+ns = n, og n er 1871 eller 103
avhengig av om vi ser pa XMET- eller XRF-data. For & finne konfidensintervaller antar vi

at variabelen
n;

Yi — i 1 _
T=2"1 med 2= > (yij — 9:)’
2/ n; —14
\/87/ni j=1

er t-fordelt med n; — 1 frihetsgrader (W.M.M.Y. kap. 9.4). Ved & bruke meanCI.m finner vi
estimatene og 95%-konfidensintervallene i tabell 2.

Linear regresjon pa klasse

Det ser ut til & vaere en signifikant sammenheng mellom mineraliseringsklasse og oksidinn-
hold. For & undersgke denne sammenhengen nazrmere utfgrer vi enkel linezer regresjon av



Tabell 2 — Estimat og 95% konfidensintervall for p1, ps og ps3, beregnet med meanCI.m.

Datagrunnlag Forventningsverdi Estimat 95% konfidensintervall Antall frihetsgrader

XMET 11 0.9113 (0.8821, 0.9405) 348
12 2.2263 (2.1795, 2.2731) 478
i3 3.9773 (3.9231, 4.0315) 1042
XRF [ 0.7467 (0.6165, 0.8768) 5
112 2.3355 (1.8907, 2.7802) 10
13 4.1983 (4.0277, 4.3688) 85

mélt oksidinnhold, y, pd mineraliseringsklasse = € {1, 2,3} og en konstant. Vi skriver altsa
y=po+fiz+€, med €~ N(0,0°).

Vi utfgrer fgrst regresjonen for alle 1871 observasjonene, og lar y vaere oksidinnhold malt
med XMET. Deretter gjgr vi det samme for de 103 XRF-observasjonene, og lar y vaere
oksidinnholdet malt med XRF. Resultatet er vist i figur 4. Siden x bare kan ha heltalls-

B,=-0.75846, B,=1.5671, R” =0.73549 By=—1.1026, B,=1.765, R® =0.61437
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Figur 4 — Regresjon av oksidinnhold p& mineraliseringsklasse (1, 2, 3), og en konstant. Venst-
re: data og regresjonslinje for 1871 XMET-malinger. Hgyre: Data og regresjonslinje
for 103 XRF-malinger. Figuren er laget med linRegresjon.m.

verdiene 1, 2 og 3, har ikke regresjonslinja § = By + S12 noen tolkning for andre verdier av
z. Et plott av linja er likevel tatt med for referanse.
Konfidensintervaller for regresjonskoeffisientene

Vi regner ut 95%-konfidensintervaller for 8y og (1. Ifglge kap. 11.5 i W.M.M.Y. har bade

Bo — Bo B — Bi
T, = og Tp, =5

2 1 2
_s2 §n 42 /82 Sz
nSrx =17




t-fordelinger med n — 2 frihetsgrader. Her er

n

1
2 _ Ry
S _n_2z<yl yZ)

=1

den forventningsrette estimatoren for variansen, o2, til residualene og ﬁz er estimatoren
for B;, i = 0,1. Videre er Sy = > i (@ — :f)2, og i dette tilfellet er n enten lik 1871
eller 103 avhengig av hvilke data vi ser pa. Bruker scriptet coeffCI.m for & regne ut
konfidensintervallene for begge parametrene med XMET-dataene og med XRF-dataene.
Resultatene er oppsummert i tabell 3.

Tabell 3 — Estimat og 95% konfidensintervall for 3y og 31, fra regresjonsmodell.

Datagrunnlag Koeffisient Estimat 95% konfidensintervall

XMET Bo ~0.7585 (—0.8649, —0.6521)
B 1.5671 (1.5245,1.6098)
XRF Bo —1.1026 (—1.8833,—0.3219)
By 1.7650 (1.4890, 2.0410)

Regresjon med XRF-dataene gir brattere stigning og lavere skjeeringspunkt med y-aksen
enn regresjon med XMET-dataene. I tillegg er konfidensintervallene for XRF-dataene bre-
dere, hvilket er rimelig, siden det er langt faerre XRF-observasjoner enn XMET-observasjoner.

Forventet respons

Vi antar som fgr at responsen y har forventningsverdi py, pe og ps for henholdsvis klasse
1, klasse 2 og klasse 3. Regresjonsmodellen gir estimat for disse, nemlig ¢;, ¢ = 1,2, 3. med
ugangspunkt i modellen kan vi konstruere konfidensintervaller for disse estimatene ogsa.
Tar da utgangspunkt i den tilfeldige variabelen

~

Yz — Mz
1 z—7T)2
o )

som er t-fordelt med n — 2 frihetsgrader, ifglge kap. 11.6 1 W.M.M.Y. Bruker responseCI.m
til & regne ut 95%-konfidensintervall. Resultatene er gitt i tabell 4.

T —

Tabell 4 — Estimat og 95% konfidensintervall for 1, ps og us, jf. tabell 2.

Datagrunnlag Forventningsverdi Estimat 95% konfidensintervall

XMET B =t 0.8087 (0.7415, 0.8759)
to = G2 2.3758 (0.7719, 0.8455)
w3 = Y3 3.9430 (0.7660, 0.8514)
XRF p1 =91 0.6624 (0.1943, 1.1305)
o = i 2.4274 (0.4556, 0.8692)
w3 = 43 4.1924 (0.5950, 0.7298)

Konfidensintervallene er illustrert, sammen med dataene, i figur 5. Siden det er en over-
vekt av klasse 3-observasjoner, far vi smalere konfidensintervaller for klasse 2 og 3 enn for



klasse 1. Dette star i kontrast til figur 3, som viser at klasse 1 har klart minst spredning
i dataene. Uoverensstemmelsen kan forklares delvis med at antakelsene for enkel lineaer
regresjon ikke er oppfylt. Spesielt er det antakelsen om lik varians for alle residualene som
ikke holder.

95-prosent konfidensgrenser, XMET-data 95-prosent konfidensgrenser, XRF-data
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Figur 5 — Forventet respons og konfidensintervaller for klasse 1, 2 og 3. Plottet illustrerer
effekten av antall observasjoner pa bredden av konfidensintervallene: til venstre ses
konfidensintervallene for XMET-data (1871 observasjoner), og til hgyre intervallene
for XRF-data (103 observasjoner). Konfidensintervallene for XMET-maélingene er
sma og syns derfor darlig. Figuren er laget med responseCI.m.

Vi vil undersgke 1 hvilken grad residualene € =y — (8y + S1x) oppfyller antakelsene for
enkel lineer regresjon:

e Residualene er uavhengige av hverandre.

e Residualene er normalfordelte med forventningsverdi 0 og varians o2.

e Variansen o2 er den samme for alle residualene.

Vi plotter derfor i figur 6 residualplott, histogram og Q-Q plott for €. Residualene fra
XRF-dataene ser ikke ut til & oppfylle antakelsene om normalfordelte residualer. Videre
viser figur 4 tydelig at antakelsen om lik varians for alle residualene ikke holder for noen
av dataene.
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Figur 6 — Venstre: residualplott(gverst), histogram (midten) og Q-Q plott (nederst) for re-
sidualene fra regresjon med XMET-data. Hgyre: tilsvarende for residualer etter
regresjon med XRF-data. Figuren er laget med linRegresjon.m.

Utvidet modell

Siden antakelsen om at residualene har lik varians for alle verdier av x, dvs. for alle tre
klassene, byr p& problemer, kan vi prgve & unngéd den ved i stedet & anta at variansen
til residualene avhenger av klasse, men er den samme innenfor hver klasse. La €;; veere
residual nr. j fra klasse ¢. Antar da at ¢;; er normalfordelt med forventningsverdi null og

varians o;.
€ij ~ N(0,02), j=1,...,n; i =1,2,3.

Vi vil fortsatt bruke den linesere modellen
Yij =,80+,81£Cij +€ij, j= 1,...,ni 7, = 1,2,3,

men siden vi ikke lenger gjor de ngdvendige antakelsene, kan vi ikke bruke minste kvadra-
ters metode for & estimere 5y og 1. I stedet kan vi bruke sannsynlighetsmaksimering for &
estimere vektoren 6 = (B, 51,01, 02, 03), som inneholder de fem parametrene i modellen.



Betrakt den simultane fordelingsfunksjonen til residualene € = (€11, €12, ..., €3n3),

ni ng ns
F(el8) = [T nlersl0,07) - T] n(earl0,03) - T n(eail0, o3).
j=1 k=1 =1

Her er €;; = yi; — (Bo + Six4j), slik at f(€|6) egentlig er en funksjon av By, B1, 04, xij 0g
yij for j = 1,...,n;, @ = 1,2,3. Bytter vi plass pa4 argumentene og parametrene, far vi
likelihood-funksjonen L(0le) = f(e|f), dvs. £ har samme form som simultanfordelingen,
men nd er det 6 som er den uavhengige variabelen, og € som er parameter. La néa {=—-2InCL,
slik at vi far

ni 2 n2 2 n3 2
#(8]€) = ny In(2702 In(2702 Ino? €y 2k l
(010 = mn(arof) 4 matnnod) emstnod + 32 () + 30 () 32 (5

(o2
1 k=1

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatet for 6 er den verdien som maksimerer £(f]e) med
de gitte dataene x og y. Dette er, siden {=—-2In L, den samme verdien av  som minimerer
((6]e), altsa

arg max L(0)e) = arg m@in ((6]e).

Denne verdien kan finnes numerisk ved f.eks. & bruke funksjonen fminunc fra Matlab Opti-
mization Toolbox, slik det er gjort i 1ikelihood.m. Nar scriptet kjgres med XMET-dataene
fas estimatene i tabell 5. I figur 7b er forventet respons og estimerte standardavvik illustrert
med errorbars. Sammenliknet med figur 7a, som viser tilsvarende for den opprinnelige mo-
dellen, er forholdet mellom usikkerhetene for klasse 1, 2 og 3 her mer i trad med tendensen
en ser i figur 3.

Tabell 5 — Sannsynlighetsmaksimeringsestimater (SME) for parametrene i den utvidete mo-
dellen, beregnet numerisk med likelihood.m. Sammenliknet med verdiene for
XMET-dataene i tabell 3 har 5y blitt stgrre, mens ; har blitt noe mindre.

Parameter SME

Bo —0.6152
51 1.4984
o1 0.2788
092 0.5434
03 0.8972




B, =-0.75846, B, = 1.5671, s = 0.73224 [30 =-0.61516, B‘ =1.4984, 0, = 0.27876, c,= 0.54337, C, = 0.89724
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(a) Enkel linezer regresjonsmodell, 5o og [1 es- (b) Alternativ modell, Bo, 51, o1, 02 0g 03 es-
timert med minste kvadraters metode, s? er timert med sannsynlighetsmaksimering. Fi-
den forventningsrette estimatoren for vari- guren er laget med likelihood.m.
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Figur 7 — Forventet respons og standardavvik beregnet utfra den enkle linezre regresjons-
modellen, og den alternative modellen med ulik varians.
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