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DEL 2: Statistikk



Sentralgrenseteoremet ® ‘

Viss X er gjennomsnittet av eit tilfeldig utval av storleik n tatt fr& ein
populasjon med forventningsverdi 1 og varians o2 < oo Vil

X —p

a/vn

—n(z;0,1) nar n — oo.



Estimator
o (

Situasjon: Xy, X, ..., Xj tilfeldig utval med X; ~ f(x;; 0)
Mal: ynskjer & ansla verdien til 6 (og seie noko om tilhgyrande uvisse)
Observator: funksjon av stokastiske variablar

Estimator: ein observator 8 som nyttes til & estimere verdien til den
ukjende parameteren 6



Sannsynsmaksimering

Situasjon: X1, Xa, ..., Xj tilfeldig utval X; ~ f(x;; 6)
1. Definer rimelighetsfunksjonen

n

L(6) = [ ] f(x: 0)

i=1

2. Ofte er det enklare & sja pa log-rimelighetsfunksjonen
n
I(6) = Inf(x;;0)
i=1

3. Maksimer /(9) (ofte ved a derivere og setje lik null)




Eigenskapar til estimatorar ® ‘

— Ynskjer ein forventningsrett (eng: unbiased) estimator
E(9) =6

— For to forventningsrette estimatorar §1 , 52 vil me velge den med
lagast varians:

~

Var(6,) < Var(6) = velg 6



x2-fordeling (kjikvadratfordeling)
1

- P1g-s/2 —1,2
1) = g™ e 220, vo L2
1\ 1
E(X) =, Va(X) =2, Melt) = (7=) fort<g
Kommentar: Dersom X, ..., Xy er med ing p og varians.

o®harviat

i) 2 .
3B ery*fordelt med n frihetsgrader,

i-fordeling (Student i-fordeling)

2y, (w12
- M Y

E(X)=Ohvisr > 2, Var(X)= % bvisp > 3, My(t) eksisterer ikke.

Kommentar: Dersom Z er standard normalfordelt og V" er y*-fordelt med v frihetsgrader og Z
og V er uavhengige, har vi at

% er t-fordelt med v frihetsgrader.
70
Spesielt gir dette at dersom X, X, er ige og med ing p1 og

varians o” har vi at

X—p .
Sie crthordeltmed n — L betsgrader,

der &% = WL (X — X)



Fordeling til lineerkombinasjoner
La Xy, ..., X, vere navhengige variabler.

Dersom X; er normalfordelt med forventming p; og varans o7 vil Y = 5o a; X; vEre
normalfordelt med forventning 377 | a;p; og vanans 57 | afo?.

=174
Dersom X; er binomisk fordelt med parametre m; og pvil ¥ = 37 | X; vere binomisk
fordelt med parametre 3", m; og p.
Dersom X; er Poissonfordelt med parameter p; vil Y = 3 | X; vere Poissonfordelt med
parameter ¥ . | [i;.
Dersom X; er y*-fordelt med 1; fohetsgrader vil ¥ = 37 | X; vere y*-fordelt med
¥, v frihetsgrader.



Konfidensintervall
o (

Situasjon: Xi, Xz, ..., X, tilfeldig utval X; ~ f(xi; H)A
Mal: ynskjer konfidensintervall [0, (X1, Xo, ..., Xn, 0u( X1, Xo, ..., Xn)]
slik at
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Generell framgangsmate for konfidensintervall ® ‘

1.
2.

Estimator for 6, 4 (t.d. SME)

La Z = h(d,6) der h(.,-) er ein funksjon s.a. Z har ei kjend
fordeling.

. Har da

P(2i_aje < h(6,0) < Zy2) =1 -«

. Lays ulikskapane (mhp. 6) kvar for seg og finn eit uttrykk med @ i

midten

PO,(X1, Xo, ..., Xn) <0< 0u(X1, Xo, ..., Xn)) =1 -«

. Et (1 — a) - 100 % konfidensintervall for 6 er

[é\L(X‘I ’ X25 R Xn)7é\U(X‘|7X27 e 7Xn)
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Hypotesetesting

Ho riktig H1 riktig
Forkast Hp Type I-feil Ok
Ikkje forkast Hy Ok Type ll-feil

Ide: vi ma vere "sikre" far me pastar at Hy er rett. Me velg
signinifikansnivaet « liten og krev

P(Type I-feil) = P(Forkast Hy nar Hy er riktig) < «

B = P(Type ll-feil) = P(Ikkje forkast Hy nar Hy er riktig)
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Generell framgangsmate ® ‘

Situasjon: Xi, X, ..., Xj tilfeldig utval med X; ~ f(x;; 0).

1.

Ynskjer a teste:
a) HO:Q:QOmotH1:0>€0
b) Hy : 0 =0y mot H; : 6 < 6,
C) HO:H:GOmotH1:97£90
Estimator for 6; )

. La Z = h(8, 6,), der h(-,-) er ein funksjon s.a. Z har ei kjend

fordeling under Hy

. Bestem eit forkastningskriterium (antar Z stor nar ) stor)

a) Forkast Hy dersom Z > k
b) Forkast Hy dersom Z < k
c) Forkast Hy dersom Z < k; eller Z > k,

der k bestemmes fra kravet

P(Forkast Hyp nar Hy er riktig) < «

. Sett inn tal og konkluder
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p-verdi

Ein p-verdi er det lagaste signifikansnivaet « slik at observert verdi
for observatoren gjev at me skal forkaste Hy. Det vil seie, forkast Hy
dersom p-verdien er mindre enn «.

Teststyrke

Styrken til ein test er sannsynet for & forkaste Hy gitt at ein spesifikk
alternativ hypotese er sann.



Hy Value of Test Statistic H, Critical

Z— o i M < Ho
b= z= ; o koown > g
ghn, b # po
_E—po < pHo
= v=n~—~1
B=po s/v/n’ ' >
o unknown e
o EoEm W i <do
1 — 2 =dp Vol/m +o3/ng w—pg >do
ay and oy known =g #do
_ (&%) —d

spv/1/m +1/ma up—py <dp

v=mn1 +nz—2,

= =do g1 = g9 but unknown, :ﬂ: ;cdlz
g2 - L)+ (e —1)sh
& n +ng —2
po (EB1—Za)—do
\/81’/"1 +Sz’/1ﬂfz2 = pz <dy
m —pp =dp = (51/n1+32/"/2) p1 —po > dy
VT b — i 7 do
o1 # o2 and unknown
up =do d—dy pup <dg
paired x Sd/\/_' pp >dp
observations v=n-—1 bp #dy t < —tg/p Ort >tapn
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Linezer regresjon

Situasjon: observert (X1, y1), (X2, ¥2), - .., (Xn, ¥n)
Modell:

Yilxi ~ n(yi; a + Bx;, o)
Kan tilpasse a, 3,0
— Minste kvadraters metode (kun «;, )
— Sannsynsmaksimering
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La¥y,..., ¥, vere uavhengige variabler med samme varians o° og forventningsverdier
E¥)=a+fz, i=1,...,n

Minste kvadratsumsestimatorene for o og S er da

Toln-nY YLEm-nk-Y) . o

Yz —z)? Yl -2 '

enfmventnjngsretl&stimatmfor o er pitt ved

j=

I
5

Y; — & — fir;)?
1'12 *

=1

Dersom i tillegg ¥7, ..., Y, er normalfordelte vil

= Z{Y — & — fix)?

vzere y*-fordelt med n — 2 fuhetsgrader. Det kan ogs vises at (n — 2)5% /o er uavhengig av
og A.
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Prediksjon lineaer regresjon

Merk at det er skilnad pa falgande:
— Forventa respons sy,
— Ein ny observasjon Yy (gitt xg)
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Oppgave 3 Kontrastmiddel

Effekten av ulike typer kontrastmiddel brukt ved rentgenundersekelsar av hender skal stude-
rast. Kontrastmiddelet blir injisert i handflata for rentgenbiletet blir teke. Ein ynskjer & minske
stralingsfaren ved a ta fa bileter - helst berre eit av kvar hand.

For a4 male effekten har ein utvikla eit kontrastmal for eit bilete av ei hand. Utan kontrastmiddel
kallast malet Ky og det varierer fra person til person, men kan sjaast pa som identisk for begge
hendene pa ein person. Tidligare erfaring tilseier at Ky er normalfordelt med forventningsverdi
1o og standardavvik ay. Det vil sei at Ky er n(ko; po. 0p).

Ga nout i fra at yp og o er ukjende. Ei studie pa 10 forsokspersonar blir brukt til a kartleggje
kontrastmalet. Eit rontgenbilde utan bruk av kontrastmiddel blir teke av ei av hendene til kvar
av dei 10 forsokspersonane. Det resulterer i 10 uavhengige observasjonar av kontrastmalet Ky,
sja tabell 1.

[Forsoksnr. i [1 ]2 [3 T4 [5 ]6 [7 [8 [9 [10]
[Fo(?) (2172’ 1923 31|32 28232827

Tabell 1: Malt kontrast uten bruk av kontrastmiddel. Her blir ky = 1/](]2‘" ko(i) = 26 og
Z.l:l(‘n( ) - An)g = 166.

b) Utlei eit 90% konfidensintervall for forventa kontrastmal jto, og finn talsvar.
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Ved bruk av kontrastiniddel blir kontrasten i rontgenbileta endra slik at kontrastmalet blir:

]\' = 1’\’0 + R

der R er effekten av kontrastmiddelet.

Gaut i fra at R er normalfordelt med forventning j1i og standardavvik og, dvs n(r; ug, og). Vi-
dare gar viuti fra at K, og R har ein korrelasjon pa pyg, og at K er normalfordelt n(k; pg, ok ).

c) Utlei uttrykk for forventninga px og standardavviket oy til kontrastmalet ved bruk av
kontrastmiddel.
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Vi onskjer no a samanlikne kontrastmala ved bruk av to ulike kontrastmiddel, type A og type
B. La effekten av kvar av desse vere R4 og Rp, og tilsvarande blir kontrastmala

Ka = Ko+ Ra

Kp =Ko+ Ry

Vi gar ut i fra at alle variablane er normalfordelte, og at R, og Ry er uavhengige. For a
undersokje kontrastmala for dei to ulike kontrastmiddela gjennomforer vi et forsoksopplegg:
For kvar type blir det gjort 10 forsok, For dei 20 forsokspersonane blir kontrastmiddelet injisert
i ei av hendene, eit rontgenbilde blir teke, og kontrastmalet blir registrert. Dette gjev eit sett
av uavhengige observasjonar av Ky og Kp, sja tabell 2 og 3,

[Forsok nr () [1 [2 [3 [4 [5 [6 [7 ]
[ kali) 1293826 [ 32 40 [43]37 [

Tabell 2: Malt kontrast ved bruk av kontrastmiddel A. Her bliv ky = 1/10 3%, ka(i)

Forsok nr (i) [1 [2 3 [4 [5 [6 [7 [8
0] [44]37 46 [0 [33 2936 |4

Tabell 3: Malt kontrast ved bruk av kontrastmiddel B. Her blir kg = 1/10 3210, kg(i) = 38

[9 Tw]
[35[38]

235 |38

Ga | punkt d) og ) ut i fra at standardavvika til Ko og B e kjende, 0 = 4 og o = 2, at
korrelasjonen mellom Ko og R er kjend, por = 5/16, og at standardavviket o og korrclasjonen
por er lik for dei to kontrastmiddela, det vil sei Var(Ra) = Var(Rs) = 2% og Corr(Ko, Ra) =
Corr(Ko, R) = 5/16

Folgjande hypotese blir framsett: Forventa kontrastmal ved bruk av kontrastmiddel type A og
type B er identiske. Denne hypotesen skal testast mot alternativet at dei to forventningane er
ulike,

d) Test hypotesen over pi signifikansniva 0.1 ved & bruke dataane i tabell 2 og 3

Utlei styrken for denne testen for forskjell i forventa kontrastmal lik 2
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