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Oppgave 1

a) Kan bestemme c ut fra kravet∫ ∞
−∞

f(x; θ)dx = 1.

Siden f(x; θ) = 0 for x < θ får vi∫ ∞
−∞

f(x; θ)dx =
∫ ∞
θ

c exp {−(x− θ)} dx

= c [− exp {−(x− θ)}]∞x=θ

= c
(
−0 + e0

)
= c = 1.

Sannsynligheten det spørres etter er

P (X > θ + 1) =
∫ ∞
θ+1

f(x; θ)dx =
∫ ∞
θ+1

exp {−(x− θ)} dx

= [− exp {−(x− θ)}]∞x=θ+1

= −0 + exp {−(θ + 1− θ)} = e−1 = 0.3679.

b) For å finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren starter vi med å finne
rimelighetsfunksjonen L(θ). Siden observasjonene er uavhengige, og ved å
huske på at hvilken formel som gjelder for f(x; θ) avhenger av om x < θ eller
x ≥ θ, får vi at

L(θ) =
n∏
i=1

f(xi; θ) =
{ ∏n

i=1 e
−(xi−θ) hvis x1, . . . , xn ≥ θ,

0 ellers

=
{

exp {−∑n
i=1 xi + nθ} hvis min{x1, . . . , xn} ≥ θ,

0 ellers

=
{

exp {−∑n
i=1 xi + nθ} hvis θ ≤ x(1),

0 ellers

der vi har benyttet at alle x1, . . . , xn ≥ θ hvis of bare hvis min{x1, . . . , xn} ≥
θ og at x(1) = min{x1, . . . , xn}. Et plott av rimelighetsfunksjonen L(θ) er
vist i figur 1. Vi ser at L(θ) har sitt maksimum for

θ = x(1) = min{x1, . . . , xn}.

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren blir dermed

θ̂ = X(1) = min{X1, . . . , Xn}.
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Figur 1: Skisse av rimelighetsfunksjonen L(θ) som funksjon av θ.

c) For å finne sannsynlighetstettheten for W = min{X1, X2, . . . , XN} lønner
det seg først å finne den tilhørende kumulative fordeling FW (w),

FW (w) = P (W ≤ w) = P (min{X1, X2, . . . , Xn} ≤ w)
= 1− P (min{X1, X2, . . . , Xn} > w)
= 1− P (X1 > w ∩X2 > w ∩ . . . ∩Xn > w)
= 1− P (X1 > w) · P (X2 > w) · . . . · P (Xn > w)
= 1− (1− P (X1 ≤ w)) · (1− P (X2 ≤ w)) · . . . · (1− P (Xn ≤ w))
= 1− (1− FX(w)) · (1− FX(w)) · . . . · (1− FX(w))
= 1− (1− FX(w))n .

Kan da finne sannsynlighetstettheten tilW ved å derivere denne med hensyn
på w, men først finner ved kumulativ fordeling for X. For x ≥ θ får vi

FX(x) =
∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ x

θ
e−(x−θ)dx =

[
−e−(x−θ)

]x
x=θ

= −e−(x−θ)+e0 = 1−e−(x−θ),

mens FX(x) = 0 for x < θ. Sannsynlighetstettheten til W blir da

fW (w) = F ′W (w) = −n (FX(w))n−1 · (−fX(w))

=
{
n (1− FX(w))n−1 fX(w) for w ≥ θ,
0 ellers

=
 n

(
1− 1 + e−(w−θ)

)n−1
e−(w−θ) for w ≥ θ,

0 ellers

=
{
ne−n(w−θ) for w ≥ θ,
0 ellers.
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Sannsynligheten det spørres etter blir da

P (W > θ + 1) =
∫ ∞
θ+1

fW (w)dw =
∫ ∞
θ+1

ne−n(w−θ)dw

=
[
−e−n(w−θ)

]∞
w=θ+1

= −0 + e−n(θ+1−θ) = e−n.

Oppgave 2

a) Finner forventingsverdien til µ̂ ved å bruke regneregler for forventingsverdi,
samt at vi vet at E[Xi] = E[Yi] = µ for alle i,

E [µ̂] = E
[1
2
(
X̄ + Ȳ

)]
= 1

2E
[
X̄ + Ȳ

]
= 1

2
(
E
[
X̄
]

+ E
[
Ȳ
])

= 1
2

(
E
[

1
7

7∑
i=1

Xi

]
+ E

[
1
6

6∑
i=1

Yi

])

= 1
2

(
1
7E

[ 7∑
i=1

Xi

]
+ 1

6E
[ 6∑
i=1

Yi

])

= 1
2

(
1
7

7∑
i=1

E [Xi] + 1
6

6∑
i=1

E [Yi]
)

= 1
2

(
1
7

7∑
i=1

µ+ 1
6

6∑
i=1

µ

)

= 1
2

(1
7 · 7µ+ 1

6 · 6µ
)

= µ.

Dermed har vi vist at µ̂ er forventingsrett.
Ved å benytte regneregler for varians, at Xi’ene og Yi’ene alle er uavhengige,
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og at Var[Xi] = Var[Yi] = σ2 for alle i, får vi at variansen til µ̂ blir

Var [µ̂] = Var
[1
2
(
X̄ + Ȳ

)]
=
(1

2

)2
Var

[
X̄ + Ȳ

]
= 1

4
(
Var

[
X̄
]

+ Var
[
Ȳ
])

= 1
4

(
Var

[
1
7

7∑
i=1

Xi

]
+ Var

[
1
6

6∑
i=1

Yi

])

= 1
4

((1
7

)2
Var

[ 7∑
i=1

Xi

]
+
(1

6

)2
Var

[ 6∑
i=1

Yi

])

= 1
4

(
1
49

7∑
i=1

Var [Xi] + 1
36

6∑
i=1

Var [Yi]
)

= 1
4

(
1
49

7∑
i=1

σ2 + 1
36

6∑
i=1

σ2
)

= 1
4

(
7σ2

49 + 6σ2

36

)
= 1

4

(1
7 + 1

6

)
σ2 = 1

4 ·
6 + 7

42 σ2 = 13
168σ

2.

b) Når µA = µB og σA = σB kommer alle X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Yn fra sam-
me populasjon og man får dermed en forventingsrett estimator med mindre
varians ved å estimere µ ved gjennomsnittet av disse variablene, dvs

µ? = 1
13

( 7∑
i=1

Xi +
6∑
i=1

Yi

)
.

For å sjekke at den er forventingsrett går man tilsvarende som for µ̂ over,

E [µ?] = E
[

1
13

( 7∑
i=1

Xi +
6∑
i=1

Yi

)]
= 1

13E
[ 7∑
i=1

Xi +
6∑
i=1

Yi

]

= 1
13

(
E
[ 7∑
i=1

Xi

]
+ E

[ 6∑
i=1

Yi

])

= 1
13

( 7∑
i=1

E [Xi] +
6∑
i=1

E [Yi]
)

= 1
13

( 7∑
i=1

µ+
6∑
i=1

µ

)

= 1
13 (7µ+ 6µ) = µ.
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Variansen til µ? finner man også tilsvarende som for µ̂,

Var [µ?] = Var
[

1
13

( 7∑
i=1

Xi +
6∑
i=1

Yi

)]
=
( 1

13

)2
Var

[ 7∑
i=1

Xi +
6∑
i=1

Yi

]

= 1
132

(
Var

[ 7∑
i=1

Xi

]
+ Var

[ 6∑
i=1

Yi

])

= 1
132

( 7∑
i=1

Var [Xi] +
6∑
i=1

Var [Yi]
)

= 1
132

( 7∑
i=1

Var [Xi] +
6∑
i=1

Var [Yi]
)

= 1
132

( 7∑
i=1

σ2 +
6∑
i=1

σ2
)

= 1
132

(
7σ2 + 6σ2

)
= σ2

13 .

Siden Var [µ̂] = 13
168σ

2 ≈ 0.0774σ2 og Var [µ?] = σ2

13 ≈ 0.0769σ2 ser vi at µ?
har mindre varians enn µ̂.

c) For å utlede et konfidensintervall for δ = µA − µB er det naturlig å ta
utgangspunkt i

T = X̄ − Ȳ − (µA − µB)√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

som er tilnærmet t-fordelt med

ν =

(
s2
A

nA
+ s2

B

nB

)2

(
s2
A
nA

)2

nA−1 +

(
s2
B
nB

)2

nB−1

frihetsgrader. Vi har dermed at

P

−tα2 ,ν ≤ X̄ − Ȳ − (µA − µB)√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

≤ tα
2 ,ν

 = 1− α.

Må så løse hver av ulikhetene inne i sannsynlighetsuttrykket over med hensyn
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på δ = µA − µB. Starter med den venstre ulikheten,

−tα
2 ,ν
≤ X̄ − Ȳ − (µA − µB)√

S2
A

nA
+ S2

B

nB

⇔ −tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
≤ X̄ − Ȳ − (µA − µB)

⇔ −X̄ − Ȳ − tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
≤ −(µA − µB)

⇔ X̄ − Ȳ + tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
≥ µA − µB

⇔ µA − µB ≤ X̄ − Ȳ + tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

Den høyre ulikheten løses tilsvarende,

X̄ − Ȳ − (µA − µB)√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

≤ tα
2 ,ν

⇔ X̄ − Ȳ − (µA − µB) ≤ tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

⇔ −(µA − µB) ≤ −
(
X̄ − Ȳ

)
+ tα

2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

⇔ µA − µB ≥ X̄ − Ȳ − tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

⇔ X̄ − Ȳ − tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
≤ µA − µB

Ved å sette de to ulikhetene sammen igjen inne i sannsynlighetsuttrykket får
man dermed at

P

X̄ − Ȳ − tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
≤ µA − µB ≤ X̄ − Ȳ + tα

2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

 = 1−α,

slik at et (1− α) · 100% konfidensintervall for δ = µA − µB er gitt vedX̄ − Ȳ − tα
2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB
, X̄ − Ȳ + tα

2 ,ν

√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

.
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Innsatt de oppgitte tallene får vi ved å benytte t0.05,9 = 1.833 at intervallet
blir15.22− 14.56− 1.833

√
0.32
7−1
7 +

0.47
6−1
6 , 15.22− 14.56− 1.833

√
0.32
7−1
7 +

0.47
6−1
6


= [0.3803, 0.9397].

d) Vi ønsker å finne ut om resultatene tyder på at metode A gir bedre ut-
mattingsfasthet enn metode B. Hvis metode A er bedre enn metode B vil
µA > µB og vi velger derfor dette som vår alternative hypotese, dvs vi skal
teste

H0 : µA = µB mot H1 : µA > µB.

Som testobservator bruker vi

T = X̄ − Ȳ√
S2
A

nA
+ S2

B

nB

som, når H0 er riktig, er tilnærmet t-fordelt med ν frihetsgrader. Antall
frihetsgrader ν er gitt ved samme formel som i forrige punkt. Dersom H1 er
riktig vil T tendere til å være stor. Vi forkaster derfor H0 dersom T > k, der
kritisk verdi k bestemmes fra det generelle kravet

P (Forkast H0|H0 er riktig) = α.

I vår situasjon blir kravet

P (T > k|H0 er riktig) = α ⇒ k = tα,ν .

Dvs. vi forkaster H0 dersom T > tα,ν .
Innsatt observerte verdier får vi at observert verdi for testobservatoren T
blir

tobs = x̄− ȳ√
s2
A

nA
+ s2

B

nB

= 15.22− 14.56√
0.32
7−1
7 +

0.47
6−1
6

= 4.325,

mens kritisk verdi når α = 0.05 er k = t0.05,9 = 1.833. Vi har dermed at
tobs > tα,ν og vi forkaster H0.
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Oppgave 3

a) La Y være antall infiserte bokser i en k-gruppe. Da er Y binomisk fordelt
fordi

• man undersøker k bokser,
• hver boks er enten infisert eller ikke infisert,
• for hver boks er det samme sannsynlighet p for at den er infisert, og
• de ulike boksene er infisert eller ikke infisert uavhengig av hverandre.

Dermed er Y binomisk fordelt med k forsøk og sannsynlighet p for suksess.
En blanding av innholdet i k bokser gir positivt testresultat hvis og bare hvis
minst en av de k boksene er infisert, dvs. hvis Y ≥ 1,

P (Y ≥ 1) = 1− P (Y = 0) = 1−
(
k

0

)
p0(1− p)k−0 = 1− (1− p)k.

b) Betinget sannsynlighet for en hendelse A gitt en annen hendelse B er definert
som

P (A|B) = P (A ∩B)
P (B) .

La Y være antall i en k-gruppe som er infisert og la A være hendelsen at en
bestemt boks i denne blandingen er infisert. Da har vi at

P (A|Y ≥ 1) = P (A ∩ (Y ≥ 1))
P (Y ≥ 1) = P (A)

P (Y ≥ q) = p

1− (1− p)k .

c) For i = 1, 2, . . . ,m la

Zi =
{

1 hvis blandingen fra eske i er positiv,
0 ellers.

Fra a) vet vi da at
P (Zi = 1) = 1− (1− p)k

slik at vi får

E[Zi] =
1∑

zi=0
ziP (Zi = zi) = 0·P (Zi = 0)+1·P (Zi = 1) = P (Zi = 1) = 1−(1−p)k.

Dessuten har vi at
X =

m∑
i=1

(1 + Zi · k).
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Ved å bruke regneregler for forventningsverdi får vi da

E[X] = E
[
m∑
i=1

(1 + Zi · k)
]

=
m∑
i=1

E [1 + Zi · k]

=
m∑
i=1

(1 + k · E[Zi])

=
m∑
i=1

(
1 + k

(
1− (1− p)k

))
= m

(
1 + k

(
1− (1− p)k

))
= m+mk

(
1− (1− p)k

)
.

Dersom man tester alle boksene enkeltvis vil man trenge mk tester. Man får
dermed at den benyttede fremgangsmåten er å foretrekke dersom (for k = 4)

E[X] = m+ 4m
(
1− (1− p)4

)
< 4m

⇔ 4m
(
1− (1− p)4

)
< 3m

⇔ 1− (1− p)4 <
3
4

⇔ −(1− p)4 < −1
4

⇔ (1− p)4 >
1
4

⇔ 1− p > 1√
2

⇔ p− 1 < − 1√
2

⇔ p < 1− 1√
2

= 0.2929

Den benyttede fremgangsmåten er dermed å foretrekke dersom p < 0.2929.


