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Oppgave 1

a)

b)

Kan bestemme ¢ ut fra kravet

/OO f(z;0)dx = 1.

—00

Siden f(x;0) =0 for z < 0 far vi

/OO flx;0)dx = /:Ocexp{—(:v—Q)}d:v

- = cl—exp{—(z—0)}],2,
_ c<—0+e°):@-

Sannsynligheten det spgrres etter er

PX>0+1) = /900 f(x;@)dx:/G:exp{—(a:—ﬁ)}da:

+1

= [—exp{—(z =)} 1o
—0+exp{—(0+1-0)} =e ' =0.3679.

For a finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren starter vi med a finne
rimelighetsfunksjonen L(6). Siden observasjonene er uavhengige, og ved a
huske pé at hvilken formel som gjelder for f(z;6) avhenger av om z < 6 eller
x > 0, far vi at

- n e @0 hwis .., x, >0,
1) = st - { I e
i=1

exp{—>",x;+nl} hvis min{z,...,z,} >0,
0 ellers

_ exp{— i i +nb}  hvis 0 <),
N 0 ellers

der vi har benyttet at alle x1, ..., z, > 0 hvis of bare hvis min{xy,...,z,} >
0 og at x(;y = min{zy,...,x,}. Et plott av rimelighetsfunksjonen L(¢) er
vist 1 figur 1. Vi ser at L(#) har sitt maksimum for

0 =2q) =min{z,...,z,}.
Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren blir dermed

f = Xy = min{X,,..., X,}.
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L(#)

T

0

Figur 1: Skisse av rimelighetsfunksjonen L(f) som funksjon av 6.

c) For a finne sannsynlighetstettheten for W = min{X, X,..., Xy} lonner
det seg forst & finne den tilhgrende kumulative fordeling Fy (w),

Fy(w) = P(W <w)=P(min{X;, Xo,..
= 1- P(min{Xl,Xg, ..

S Xnt > w)

S Xn} Sw)

= 1-PX;>wnXs>wn...NnX, >w)

= 1-PX;>w) -P(Xy>w)-...- P(X,, > w)

= 1-1-PXg<w) - (1=-PXy<w)) ...- (1= P(X, <w))
1—(1—-Fx(w)) (1 =Fx(w)) ... (1= Fx(w))
1—(1—Fx(w))".

Kan da finne sannsynlighetstettheten til W ved & derivere denne med hensyn
pa w, men fgrst finner ved kumulativ fordeling for X. For = > 6 far vi

Fx(x) = /x fz)dz = /; o0y — [_e—(r—ﬁ)}

—00

xT

=0

_6—(m—9)+€0 — 1_6—(37—6')

mens Fx(z) =0 for z < 6. Sannsynlighetstettheten til W blir da

Fiy(w) = —n (Fx(w))""" - (=[x (w))

fw(w)

{

|
|

n(1— Fx(w)" " fx(w) forw >0,
0 ellers

n—1
n (1 -1+ e_(w_9)> e~ w=0  for w >4,
0 ellers
ne~™w=0 " for w >4,
0 ellers.

Y
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Sannsynligheten det spgrres etter blir da

P(W >60+1)

Oppgave 2

= /Oo fw(w)dw = /OO ne” "= dyw
0 6+1

+1
_ [_e—n(w—ﬂ)]oo
w=0+1
— _0+€7n(9+179) — e

a) Finner forventingsverdien til fi ved & bruke regneregler for forventingsverdi,
samt at vi vet at E[X;] = E[Y;] = p for alle ¢,

B[ (X+7)] = 5B [X+V]
5 (2 [x] 2 [7)

3 (2l 5] =52
> ([ ] + 5o 2w
S (Fxmix+ gy nm)

HOWE Y

3 (7 goon) =

Dermed har vi vist at ji er forventingsrett.

Ved & benytte regneregler for varians, at X;’ene og Y;’ene alle er uavhengige,
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og at Var[X;] =

Var[fi] =

b) Nér us = pup og 04 = op kommer alle X1, Xs, ..
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Var[Y;] = o2 for alle 4, far vi at variansen til i blir

1 (Var [X] 4 Var [¥])

1 <Var lli:Xi] + Var [126:1@])

4 i3 6 i

1 1 2 1 2 6

() v B ]+ (6) vr 201

! (1 S Var [X] + £ 3" Var m)

4\49 = 36 =

1/1 1S

s %x)
1<W+W>:1<1+1)Uz:1.(”702:130;
4\49 " 36 ) 4\7 "6 4 42 168

X, Y, Y, 0 Y, fra sam-

me populasjon og man far dermed en forventingsrett estimator med mindre
varians ved & estimere p ved gjennomsnittet av disse variablene, dvs

1 7 6
w =y (N2,
13 =1 %

1

For & sjekke at den er forventingsrett gar man tilsvarende som for pi over,

E [u]

Sle mle Bl @l-
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Variansen til p* finner man ogsa tilsvarende som for ji,

Var[p¥] = var“g (ZXmLlezﬂ (113)2\/% [iXi+iY@]

i=1 i=1

7 6
= I3 (Var [Z le + Var [Z YZ]>
i=1
1 7
= ? <Z VELI‘ + ZV&I‘ >
=1
1 7
= ? (Z Var + ZV&I‘ >
=1
1 7 6
= — (Z o2 + ZU2>
3 =1
B 1 9 2\ o?
Siden Var [11] = {20? ~ 0.07740? og Var [u*] = ‘1’—; ~ 0.07690? ser vi at u*

har mindre varians enn /.

For & utlede et konfidensintervall for 6 = pu4 — pup er det naturlig a ta
utgangspunkt i

T - 2 2
52 N 52
nA ng
som er tilnsermet ¢-fordelt med
ENEAN
A np
V= s2\ 2 2\ 2
ZA B
nA B
na—1 + ng—1

frihetsgrader. Vi har dermed at

5% S2
nA + -
A nB

Ma sa lgse hver av ulikhetene inne i sannsynlighetsuttrykket over med hensyn
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pa 0 = ua — pup. Starter med den venstre ulikheten,

X =V — (pa—
ta, < 52 (Mf;z 1B)
_l’_
ST - -
RS o S
%
Ang —lay —(pa — pp)

S 2
A +iay V. 2+ B>MA—HB
v Si | St
= [LA—ILLBSX—Y—I—t%,V E_Fni
B

Den hgyre ulikheten lgses tilsvarende,

X—Y—(MA—MB)<ng
Si . Sk B
naA np
- S22 52
& X =Y —(pa—pp) <tg = +-L
na ng

na npg
S22 52
S s —pp> X =Y —ta 2428
na np
- S Si | St
& XY —ta,\|—+— < pa—ps
2\ na B
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Ved & sette de to ulikhetene sammen igjen inne i sannsynlighetsuttrykket far

man dermed at

_ _ /52 52 — ~ S
P(X—Y—t‘ly 7A+7B<MA—I[LB<X—Y+tQV A+>:1—Oé,
Yna np >

na

slik at et (1 — ) - 100% konfidensintervall for 6 = ps — up er gitt ved

- - - S% 52
X—Y—m,é£+§§X Y 4 ta, /A 4+ 22
2 ng Npg nag Np

N\Q
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Innsatt de oppgitte tallene far vi ved a benytte ¢y 059 = 1.833 at intervallet
blir

0.32 0.47 0.32 0.47
15.22 — 14.56 — 1.8331/ ~=L - ]

— [0.3803,0.9397].

d) Vi gnsker & finne ut om resultatene tyder pa at metode A gir bedre ut-
mattingsfasthet enn metode B. Hvis metode A er bedre enn metode B vil
s > pp og vi velger derfor dette som var alternative hypotese, dvs vi skal
teste

Ho:pa=pp mot Hy:pa> pup.

Som testobservator bruker vi

X-Y
[5 ., s
na np

som, nar Hy er riktig, er tilnsermet t-fordelt med v frihetsgrader. Antall
frihetsgrader v er gitt ved samme formel som i forrige punkt. Dersom H; er
riktig vil T" tendere til & veaere stor. Vi forkaster derfor Hy dersom 7' > k, der
kritisk verdi k bestemmes fra det generelle kravet

T =

P(Forkast Hy|Hj er riktig) = a.
I var situasjon blir kravet
P(T > k|Hy er riktig) =a = k=t,,.

Dvs. vi forkaster Hy dersom T > t,, .

Innsatt observerte verdier far vi at observert verdi for testobservatoren 7T

blir Ty 15.22 — 14.56
by = = = = 4.325,
nA+nB 7 + 6

mens kritisk verdi ndr o = 0.05 er & = tp 059 = 1.833. Vi har dermed at
tons > ta, 0og Vi forkaster Hy.
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Oppgave 3

a) La Y veere antall infiserte bokser i en k-gruppe. Da er Y binomisk fordelt
fordi
o man undersgker k bokser,
o hver boks er enten infisert eller ikke infisert,
o for hver boks er det samme sannsynlighet p for at den er infisert, og

o de ulike boksene er infisert eller ikke infisert uavhengig av hverandre.

Dermed er Y binomisk fordelt med k forsgk og sannsynlighet p for suksess.

En blanding av innholdet i k& bokser gir positivt testresultat hvis og bare hvis
minst en av de k boksene er infisert, dvs. hvis Y > 1,

PY>1)=1-PY =0)=1- <g>p0(1—p)k_0:1—(1—p)k.

b) Betinget sannsynlighet for en hendelse A gitt en annen hendelse B er definert
som
P(ANB)

P(AIB) = ~ 5y

La Y veere antall i en k-gruppe som er infisert og la A veere hendelsen at en
bestemt boks i denne blandingen er infisert. Da har vi at
P(AN(Y > 1)) pPA) D

PAY2V=""5y21) “P¥zq 1-(-p"

c) Fori=1,2,...,mla

7 _ 1 hvis blandingen fra eske i er positiv,
1 0 ellers.

Fra a) vet vi da at

slik at vi far
1
E(Z] =Y %P(Z =2)=0P(Z =0)+1-P(Z; =1) = P(Z; = 1) = 1—(1-p)~.
ZiZO

Dessuten har vi at



TMA4240/TMA4245 Statistikk, 10. august 2017

Side 9 av 9

Ved & bruke regneregler for forventningsverdi far vi da

E[X] =

i=1
= m(l—i—k(
= m+mk‘(1—(1

-1 —p)"‘))
-n)).

Dersom man tester alle boksene enkeltvis vil man trenge mk tester. Man far
dermed at den benyttede fremgangsmaten er a foretrekke dersom (for k = 4)

=

E[X] =m+4m (1 - (1-p)') < 4m

3
I-(1-pt<™
( p)<4
1
_1_ 4<_f
(1-p) 1
1
1—p)t>-=
(1-p) 1
1 >1
P NG
1< L
p 3
1
<1-—— =0.2929
p NG

Den benyttede fremgangsmaten er dermed a foretrekke dersom p < 0.2929.




