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Oppgave 1
a) For & veere en gyldig sannsynlighetsfordeling ma vi ha at ) p(x) = 1, slik at £ = 0.1.

Den kumulative fordelingsfunksjonen til X er gitt ved

0 r<—1
03 —-1<xz<0
09 0<z<1
1 x>1

Forventningsverdien er gitt som

EX]=) 2-p(z)=-1-03+0-06+1-0.1=-02.
xr

For & finne variansen bruker vi at Var[X] = E[X?] — (E[X])?, der

EX? =) 2% p(z)=(-1)*-03+0%-0.6+1>-0.1 = 0.4.

Variansen til X er dermed

Var[X] = 0.4 — (—0.2)? = 0.36.

Oppgave 2
a) For t > 0 har vi at

mens P(T <t) =0 for t <0.

Vi har at
P(T < 20) = P(T < 20) = F(20) = 1 — e~ 20/30 — (.487,
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og at

P(T <20UT > 40) = P(T < 20) + P(T > 40)
= P(T < 20) + 1 — P(T < 40)
= 0.487 4+ 1 — (1 — e 10/30)
= 0.750.
For at P(T < k) = 0.5 ma vi ha at
1—e 30 =05 « k=-30-1n(0.5) ~ 20.79.
b) Vi har at
P(T>t+sNT >t)
P(T > ¢t)
P(T>t+s)
P(T > t)
6_(t+s)/6
e—t/8
_ s/B
= P(T > s).

P(T>t+sT>t)=

Vi gnsker & vise at sannsynlighetstettheten til ¥ = %T er khikvadratfordelt med 2
frihetsgrader, det vil si at sannsynlighetstettheten til Y er gitt ved

1 _
fY(y) = 56 y/2>
for y > 0. Ettersom transformasjonen er en-til-en kan vi ta i bruk transformasjonsfor-
melen, som gir

for y > 0 og 0 ellers, som var det vi skulle vise.

c) Ettersom T1,T5, ..., T, er uavhengige av hverandre er ogsa %Tl, %Tg, cee %Tn uavhengi-
ge av hverandre. Det er kjent at summen av uavhengige khikvadratfordelte variabler ogsa
er khikvadratfordelte, med frihetsgrader lik summen av de individuelle frihetsgradene.
Ettersom %ﬂ er khikvadratfordelt med 2 frihetsgrader er %Z?Zl T; khikvadratfordelt
med 2n frihetsgrader.

Vi har dermed at

257

T
2 =1 2
P <X1a/2,2n < lB - < Xa/2,2n> =1l-o
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Ved & lgse for 8 far vi at
n o n o
P (222:’:1TZ <B< 222’:1E> =1-aq,
Xa/2,2n X1—a/2,2n
som vil si at et (1 — «) - 100% konfidensintervall for § er

lzzg;lTi 250 = 1"T,

2 P T2
Xa/2,2n X1—a/2,2n

)

hvor P(V > x? /2 ,) = /2, der V er khikvadratfordelt med v frihetsgrader.

Innsatt verdiene fra oppgaven far vi intervallet

[2-30 2-30

50342 24433} — [1.011,2.456].

Oppgave 3

a) Sannsynligheten for & sovne innen 20 minutter er

20— 35

P(X <20)=P <Z < ) = P(Z < —1.5) = 0.067.

Sannsynligheten for & ikke ha sovnet innen 40 minutter, gitt at man fortsatt var vaken
etter 20 minutter er

P(X >40N X > 20)

P(X > 40|X > 20) =

P(X > 20)
_ P(X > 40)
- P(X >20)

1— P(Z < 4017035)
T 1-P(X <20)
~ 1-0.691
0.933

= 0.331.

La X7 veere tiden det tar fgr den forste pasienten sovner og Xo veere tiden fgr den andre
pasienten sovner, begge normalfordelte med forventningsverdi 35 minutter og standard-
avvik 10 minutter. Ettersom de to pasientene tar sovemedisin uavhengig av hverandre,
og en lineserkombinasjon av uavhengige og normalfordelte stokastiske variable ogsé er
normalfordelt, har vi at X1 + X9 er normalfordelt med forventningsverdi 35 + 35 = 70
minutter og standardavvik v/10% 4+ 102 minutter. Dermed féar vi at

P(X1+ X2 >90) =1— P(X; + X5 < 90)
90 — 70
=1-Plz< — —
( - \/102+102>
=1-P(Z<141)

=1-0.9207
= 0.0793.
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b) Vi bruker X —Y som estimator for  — . Ettersom X og Y er uavhengige og normalfor-
delte stokastiske variable har vi at X — Y ogsa er normalfordelt, med forventningsverdi
lik 0 og standardavvik \/lnﬁ + 1%2, under nullhypotesen. Ved signifikansniva o« = 0.1
forkaster vi nullhypotesen dersom

X —

Z 20.1 — 1.282.
102 | 122
T

Det kreves at testens styrke skal veere minst 95% néar Hy : p— 6 = 5 er sann, altsdhar vi
at

0.95 < P(forkast Hy nar Hy : p— 60 = 5)

X-Y

=P| —=>1282nar Hy: p—0=5
102 4 122
n+n

*|
S

_ 102 122
:P<X—Y21.282 —l—nérle,u—QzE))

=P|Z> nar Hy:p—60=5
102 4 122
n n
5 .
=P|Z2>1282 - ————=narHy:p—0=5
102 | 122
T

Ettersom sannsynligheten for denne hendelsen er stgrre enn eller lik 0.95, ma sannsyn-
ligheten for komplementet av hendelsen veere mindre enn eller lik 0.05, altsa har vi

5
0L06>P|Z2<1282— ————=narHy: p—0=5

Folgende far vi at

5
— 2005 = —1.645>1282 — ———
102 | 122
n n
102 122
2927/ — + — <5
n n
102 122 5 \?2
< ——
n n — \2.927
2.9272 . (102 + 122
n . ) ~ 83.56.

Hvert selskap ma altsa gi sovemedisin til minst 84 personer.

Oppgave 4
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a) Under nullhypotesen har vi at Z = \/% er standard normalfordelt. Vi har observert
40.2 — 40
Ziops = —————= = 1.27.

1/0.52/10
Fra definisjonen av p — verdi har vi at
p —verdi = P(|Z] > 1.27)
=2P(Z > 1.27)
=2(1—-P(Z <1.27))
=2(1—0.898)
= 0.204.
Altsa vil vi ikke forkaste nullhypotesen ved signifi kansniva o = 0.1.

Ta utgangsPunkt i X — X, som er en lineA:rkombinasjon av uavhengige og normalfor-
delte stokastiske variabler, og dermed ogsa normalfordelt med forventningsverdi like 0
og med varians lik 02(% + 1). Vi har dermed at

X,
P | —20.02 < 220 < zo.025 | = 0.95.

Ved 4 isolere X far vi

_ 1 _ 1
P (X — 20025/ 0%(= +1) < Xo < X + 20,0251/ 0?(= + 1)) = 0.95,
n n

som betyr at et 95% prediksjonsintervall for X er

1 1
[93' - 20.025\/02 ( + 1>,5€ + 20.025\/02 ( + 1) ;
n n

hvor T er den observerte verdien av X.

Oppgave 5
a) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved

n
gl
ey 7r<72

= <\/17>n 6_2072 Z?:1(yi—51xi)2‘
2mo?

Log-rimelighetsfunksjonen er dermed lik

20_ yz 5112)2

(A1) = —nln(V2ro?) 202 Z — Brx;)?
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Vi deriverer med hensyn pa (3 og setter lik 0.

oL(B1)
8ﬁ1 = 202 Z 511}1 = 0.

Lgser vi dette uttrykket far vi at 81 = %nl Ti¥i noe som vil si at sannsynlighetsmaksi-
meringsestimatoren for 8y er lik '
B = 2 i1 iV
i T

Videre blir forventningsverdi og varians lik

Var[31] = Var [’_
Y
_ iy i VarlY]]
O EESE
> iy 7307
(T x?)z
PIREH
b) Estimert forventet verdi blir 0.2 + 1.32 - 0.25 = 0.55.

Folgende antakelser ma veere oppfylt for & kunne ta i bruk en enkel lineser regresjons-
modell:

e En linezer sammenheng mellom x og y. Ut i fra regresjonplottet kan det se ut som
det er en svak positiv lineser sammenheng mellom z og y.

e Konstant varians o2. Fra residualplottet kan vi obserere at variansen gker ettersom
verdiene til §; gker. Man kan ogsé se den sammen trenden fra regresjonsplottet, med
stgrre spredning av y-verdier ettersom x gker. Altsa er ikke variansen konstant, men
trolig heller en funksjon av x.

e Residualene er normalfordelte. Q-Q-plottet indikerer at kvantilene for de estimerte
residualene avviker fra de teoretiske kvantilene. Det er ikke uvanlig at det er noe
avvik ved randen, men i dette tilfellet er det avvik ogsa i intervallet [—1, 1], samt
at avviket ved randen er relativt stort, noe som gir en indikasjon pa at residualene
ikke er normalfordelte.
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e Y-ene er uavhengige. Dette er ikke like enkelt & avgjgre, men ingen av plottene gir
noen antydning til at de skulle vaere avhengige.

Oppgave 6

a) Hver Z; kan ta en av to verdier (enten 0 eller 1), og vi har kun ett forspk med suksess
(1) eller ikke suksess (0). Derfor ma Z; veere bernoullifordelt, med suksessannsynlighet
lik

pi=P(Z;=1)
— P(X; =00 X3 =0)
= P(X; = 0)P(X3 = 0)
= e Mig M3

— o~ (mitns)

For en bernoullifordelt variabel er det kjent at E[Z;] = p; og Var|[Z;] = pi(1 — p;).
Fra definisjonen av kovarians har vi at Cov[Z1, Z2] = E[Z1Z5] — E[Z1]E[Z5], der

E[Z1Z5] =Y Y z2129P(Z1 = 21, Zy = 29)

o
=0-0-P(Z,=0,Z3=0)+1-0-P(Z =1,Z, =0)
+0-1-P(Z1=0,Zo=1)+1-1-P(Z1=1,Zy =1)
=P(Zy=1,2,=1)

= P(X,=0,X5=0,X3=0)

= P(X, = 0)P(X; = 0)P(X35 =0)

N e R

— o~ (mtpatps)

Dermed far vi at

COV[Zl7 ZQ] = E[leg] — E[Zl]E[ZQ]
— e~ (mtnatns) _ o—(mitns) o —(n2+ps3)

_ 6—(u1+#2+#3)(1 —eH3),
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