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Oppgave 1

a) Bestemmer k ved & kreve [%_ f(z)dz =1,

/_OO f(x)dm:/olk(élx—i—l)dx: [k(2x2+x)]é:k(2+1):1=>k:

Wl

Den kumulative fordelingsfunksjonen F'(z) er gitt ved

Fla) = /_ Oo F(u)du.

Hvis z < 0 blir F'(z) =0, for = € [0,1] far vi

T

F(x):/oxf(u)du:/ %(4u—|—1)du: F (2u2+u)} _ 2t

x
0 3 o 3

og for z > 1 far vi F(xz) = 1. Dvs.

0 for x < 0,
F(x) = 29623”’ for x € [0,1],
1 for x > 1.

Videre far vi da

() roresd) ror (4o (') -

og
1 1 1 _ 1
P<X>1‘X>1>:P(X>2ﬂ)f>4):P(X>% 1 P(X§12)
2 4 P (X >3) P(X>3) P(X>9)
2
1—r@) 1-3(20)°+1)
P(X>1) 0.875 =
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b) Simultan sannsynlighetstetthet er gitt som
1
3

dr +2y 2
= —(2 f 0,1

fly) = f@)f(yle) = 5 (4w +1) -
og f(xz,y) = 0 ellers. Marginal sannsynlighetstetthet for Y finnes ved & integrere over z,
dvs. for y € [0,1]

r=1

fly) = /01 flz,y)dx = /01 g 2z +y)dx = E (362 +ym)L0

(12+y-1):§(y+1).

[GCR V)

For y ¢ [0, 1] far vi apenbart f(y) = 0. Til slutt regner vi ut
1 px 1 )
P <) = [ [ peaste = [ [ 2 @0+ gy
0 Jo 0o Jo 3
112 1L\ ) 1 s 545" 5
~ (2 —y? dz = —22—2d:/—2d:—3:—.
5 (rvesw)] o= 15 (252 0r = [ 5= [5] -3

Oppgave 2

a) For at X ene skal veere negativt binomisk fordelt mé det veere uavhengighet mellom hver
gang en student ringer til firmaet. Dette kan oppnas ved at studentene ringer til firmaet pa
tilfeldige tidspunkter. Det fungerer for eksempel ikke at en student ringer til firmaet flere
ganger like etter hverandre.

Dessuten har studentene antatt at X1, Xs, ..., X, er uavhengige. For at dette skal veere
oppfylt ma studentene ringe pa tilfeldige tidspunkt uavhengig av hverandre. Flere studenter
kan ikke ringe pa samme tidspunkt.

For k =2 og p = 0.1 far vi

P(X1=2)= (; B ‘D 0.1%(1-0.1)*2=0.1* = 0.01
0g
POX, <dlX; >2) = L =40X>2) PG =3U X, =4)
1 <44 - P(X; > 2) T 1-P(X; =2)

3—1 B 4-1 -
_ P(X;=3) +P(X; = 4) (2 - 1> 0131~ 0.1)%7 + ( ) 0.1%(1 - 0.1)"2

2-1
B 1-P(X;=2) B 1-0.01
2.0.01-09+3-0.01-0.92
0.99
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b) Rimelighetsfunksjonen blir
= = Ty — 1 T;—
Lp) =[] f@:) =1] Kk— 1)1?’“(1 —p)" k]
i=1 i=1
Tar logaritmen og far

n

I(p)=WL(p)=Y [m <<f€_—f>> +kIn(p) + (z; — k) In(1 — p):|

=1

S ()

Deriverer med hensyn pa p og setter lik null for & finne maksimum

n

+ nkln(p) + In(1 — p) Z(ml — k).
i=1

nk 1 «—
'(p)=0+———> (mi—k)=
U

nk(l—p) = (ZU’C@ - nk:) D
i=1

nk 3l @i —nk

=0
P 1—p

n
nk
nk —nkp=p xi—nkp=>p=—=—.
; D T
Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for p blir dermed

=R nk
P=n-
Z?:l Xi

c) Studentene gnsker & teste
Hp:p=0.1 mot H;:p<O0.1.
Som testobservator kan man benytte (men andre valg finnes ogsé)
n
nk
voy -
i=1 p

og forkaste Hyg hvis V' > k*, for en kritisk verdi k*.
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Fra sentralgrenseteorem fglger det at V/n = X er tilnsermet normalfordelt. Dermed vil
ogsd V veere tilnsermet normalfordelt. Vi har

BV = Y Exg =y -2

og, siden X;’ene er uavhengige,

n n

Var[V] = ZVar[XZ-] = =

i=1 -1 P p
Nar Hy er riktig har vi dermed at
k k(1 —
V ~n Z’n_’ nk( 21)0)
bo Y 24)
Innsatt studentenes observasjoner far vi at
n
v = Z x; = 779.
i=1
Tilhgrende p-verdi blir dermed
V — nk 779 — 50:2

=P (V > 7T79|H, riktig) = P Po__ > 01 | H, rikti
P ( [Ho rikti) \/nk(l—po) \/502.(1—0.1) 0 HKUE
P2 0.12

1—-P(Z < —2.33) =1—0.0099 = 0.9901.

Dersom Hjy er riktig er altsa sannsynligheten for & observere det studentene har observert
eller noe mer ekstremt sa stor som 0.9901. Det er dermed intet grunnlag for a hevde at

firmaets pastand er feil.

Oppgave 3
a) Forventningsverdien for i blir
~ a b & a = b G
Efu] =E E;XH_E;YZ :EE ;Xi +RE ;Yz
a b & o b &
:E;E[Xi]%-E;E[Yi]ZE;M%-R;,LAZCW%-ML:(@%—I))M.
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Ved & benytte at alle X;’ene og Y;’ene er uavhengige av hverandre far vi at variansen til

Var [j1] = Var

a4 — b —
E;XZ—FE;Y@

_ <%)2Var
_ <%)2§;Var x4+ (%)22\@ ia

m

> Y

i=1

n
>
i=1

—|—<£>2Var
m

9 M b 2 m
() ;"%(a)

a20?,

Op

i=1
b2o2
L 7%
n m

b) For at estimatoren skal bli best mulig mé& den veere forventningsrett og variansen ma
veere minst mulig. Kravet om forventningsretthet gir at

Efl=(a+bp=p=a+b=1=b=1-a.
Setter vi dette inn i uttrykket for variansen far vi at

2 2 1 —a)202
Var ] = 492, =)

9B

a og sette lik null:

m

0

Ma4 minimere dette uttrykket med hensyn pa a. Gjgr dette ved & derivere med hensyn pa
2a0>
Var (] = A
5 Var [H]

2(1 —a)(—1)o?
20N
m
amo? = (1 — a)noy

a(mo? +no%) =nok = a =

2
og dermed ogsa

2 2 =
moy +nog

c) 1 er en linezerkombinasjon av uavhengige normalfordelte variabler (X;’ene og Y;’ene) og
er derfor ogsé selv normalfordelt. Dermed har vi at

N R a20'2 b202
fi~n (M;(a+b)u, —A+—B>-
n m
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Dermed far vi ogsa

on— b
% ~n(2:0,1)
O'A+ O'B
og dermed
on— b
Pl —z2 < i (atbu <z =1—-«

e

27 Ja oA_’_bQUB

Lgser vi hver av de to ulikhetene med hensyn pa p og setter de sa sammen igjen far vi

N1[s)

atb =H= atb

(1 — «) - 100%-konfidensintervall for p er dermed

O'A i b2O'B o i b2o2
a—+ b a-+b
d) Lengden av konfidensintervallet blir
a?o? b202 T a?o? b2o2 9ra a?0? b202
a-+b B a-+b - a+b

og dette uttrykket ma fglgelig minimeres med hensyn pa a og b. For & fa enklere regning
deriverer vi In(L) med hensyn pé a og b og setter lik null. Deriverer forst med hensyn pa a

2a0?,
dln(L) 0 1 a2a§, boh 1 =4 1
In(2ze) + =1 —1 b)| == o — =
da 8a[n(z )+ 2n< n m n(a+b) 20205 | Pop  a+b
n m
Dette gir videre
ac?
i
a?od | V2o T a+b
n m
b2 2 b 2
a+b—at . IBMm b ga/n
a o3/n a op/m
Tilsvarende fas ved & derivere med hensyn pa b at
2bo2
oln(L) 0 1 a’c?y Vo 1 B 1
= — [In(2za) + =1 —= ) -1 b)| == n — =0
ob 8b|:n( Z2)+2n< n + m n(a+ ) 2a203\+b2023 a-+b
n m
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som ved tilsvarende regning som over gir

bO'2B
w1
oy | V9B a+b
n m
2 2 2
a® oy/n b o%/n
a+b=—- ZA/ +b=> - = 2,4/
b og/m a og/m

som er det samme uttrykket som vi fant over. Lengden av konfidensintervallet er dermed

minimert ved & velge
2
b ou/n

a op/m’

Vi kan legge merke til at de optimale verdiene vi fant for a og b i punkt b) ogsa gir samme

verdi for forholdet b/a.
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