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Oppgave 1 Oljeleting

a)

b)

Siden P(AN B) = P(A)+ P(B) — P(AU B) = 0, sa er hendelsene disjunkte.
Siden P(AN B) =0#0,3-0,3 = P(A)P(B), sa er hendelsene ikke uavhengige.

Hendelsene med sannsynligheter er tegnet inn i Venndiagrammet i Figur 1.
Sannsynligheten for olje pa felt 1, dvs. hendelsen A, kan beregnes fra lov om total sann-
synlighet,

P(A) = P(ANB) + P(AN B°) = 0,05+ 0,15 = 0,20.

Hendelsen olje pa felt 1 gitt olje er funnet pa felt 2 kan skrives A|B og sannsynligheten
beregnes fra Bayes lov,

P(ANB) P(ANB)
(418) P(B) P(BNA)+ P(Bn A
005 1
- 0,05+01 3

Her er lov om total sannsynlighet brukt for & beregne P(B).

Sannsynligheten for hendelsen ikke olje pa felt 2 kan sees fra ligningen over
P(B°)=1-P(B)=1-0,15=0,85.

Dette kan settes inn i Bayes lov for a fa sannsynlighet for olje pa felt 1 gitt ingen olje

funnet pa felt 2,

C
P(A[BC) = 7]3(];4(;5 )

0,15
0,85

~ 0,176.

Fra de tidligere beregningene ser vi at P(A|B) # P(A|B°), dermed er A og B ikke
uavhengige.
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ANB A°N B
0,05 0,10

AN B¢
0,70

Figur 1: Venndiagram med hendelsene AN B, AN B¢, A° N B og A° N B¢ og tilhgrende
sannsynligheter pategnet.

c) La F4 veere den stokastiske variabelen «Fortjeneste fra felt 1». Da er

E[F4] = 400P(A) — 100P(A€) = 400 - 0,20 — 100 - 0,80 = 0.

La F4|B veere den stokastiske variabelen «Fortjeneste fra felt 1 gitt funn pa felt 2». Da
er

1 2 200
E[F4|B) = 400P(A|B) — 100P(A°|B) = 400 - 5 — 1003 = == ~ 66,67,

Vi begynner med de fglgende to observasjonene. Forventningsverdien for hver strategi er
bestemt av fortjenesten ved hver av hendelsene A N B, AN B¢, A°N B og A° N B¢, og
den beste strategien er a ikke lete noe sted, a begynne a lete pa felt 1 eller & begynne a
lete pa felt 2. Det er dermed tre muligheter vi ma vurdere.

Forste mulighet. Vi leter ingen steder, dette gir umiddelbart forventningsverdi 0.

Andre mulighet. Vi begynner med & lete pa felt 1. Dette gir oss informasjon om felt 1 og
vi kan velge mellom fglgende strategier for felt 2. Ikke lete uansett om det er olje pa felt 1
eller ikke, lete uansett om det er olje pa felt 1 eller ikke, lete hvis og bare hvis vi finner
olje pa felt 1 eller lete hvis og bare hvis vi ikke finner olje pa felt 1. Kall de stokastiske
variablene som beskriver fortjenesten ved hver av disse strategiene for henholdsvis Fi,



Side 3 av 10

Fy, F5 og Fy. Da har vi
E[F)| =E[F4] =0
E[Fy] = 300P(A N B°) + 1400P(AN B) +900P(A° N B) — 200P(A° N B®) =
E[F3] = 3OOP(A N B€) + 1400P(A N B) — 100P(A° N B) — 100P(A° N B) =
[F4]

= 65,
= 35,
0P(AN B +400P(AN B) +900P(A° N B) — 200P(A° N BY) = 30.

=

Tredje mulighet. Vi begynner med a lete pa felt 2. Dette gir oss informasjon om felt 2 og
vi kan velge mellom fglgende strategier for felt 1. Ikke lete uansett om det er olje pa felt 2
eller ikke, lete uansett om det er olje pa felt 2 eller ikke, lete hvis og bare hvis vi finner
olje pa felt 2 eller lete hvis og bare hvis vi ikke finner olje pa felt 2. Kall de stokastiske
variablene som beskriver fortjenesten ved hver av disse strategiene for henholdsvis Fr,
Fs, F; og Fg. Da har vi

E[F5] = 1000P(B) — 100P(B°) = 65

E[Fs] = 300P(AN B°) + 1400P(AN B) + 900P(A° N B) — 200P(A° N B°) = 65,

E[Fy] = —100P(A N B) + 1400P(A N B) 4+ 900P(A° N B) — 100P(A° N B€) = 75,

E[Fy] = 300P(AN B°) + 1000P(AN B) + 1000P(A° N B) — 200P(A° N B®) = 55.
Utregningene for hver av mulighetene viser at beste strategi er a lete fgrst i felt 2 og

sa lete videre i felt 1 hvis og bare hvis man finner olje pa felt 2. Dette gir en forventet
fortjeneste pa 75 millioner.

Oppgave 2 Lgnninger

a) Vi har kumulativ fordeling

Py =P <) =P <p)=1-P0 29 =1- (5) e

Dermed blir sannsynlighetstettheten

d d /1)’ 1
= —Fy)=-k— (=) =0k —— > k.
R ) I e

Forventningsverdi blir
BY) = [ urdn= [ oK'y
k k

o[£
y=k

—0+1

0
——9_114:.



Vi starter med a beregne det andre momentet til Y
[e.e] [e.e] 1
E[Y?] = / y*f(y)dy = / Ok’ —— dy
k k Y

_ o { y~0t? TO
—0+2]

0
-2
6—2

Fra dette og middelverdien finner vi

Var[Y] = E[Y?] - E[Y]? = 0 o O k?

—2" -1y
(01— 00— 2)

‘”( 626017 )

—k:2 4

=M

b) Vi finner rimelighetsfunksjonen

- Ok" n 1.n0 - —0-1
L0y, 90, yn) = | | 57 = 0"F Hy :
i i=1

i=1 v

Dette gir

Z(QQ?/1792> s 7yn) =In (L(e;y17y27 B ,yn))

=nln(d) + nfln(k) + (-0 — 1) i In(y;).
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For & finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) ma denne funksjonen maksi-

meres med hensyn pa 6. Vi begynner med & finne ekstremalpunktene fra

d .
0= U0yt 92, Yn)

n n
0:7+nlnk— hll'
G i) =3 i)

> 3

= Zln(yl-) — nln(k)

2 i In(y;) —nln(k)’

5
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Dette stemmer med estimatoren oppgitt i oppgaven. [Kommentar: Dette er alltid mak-
simum av rimelighetsfunksjonen hvis 6 kan veere i (0, 00), men basert pa opplysningene
i oppgave a) si ma 6 > 2. Dette medfgrer at hvis en mindre verdi enn dette oppnas fra
0 si finnes ikke SME.|

Vi beregner estimatet

A 30
0, =
174,7 — 301n(214,9)

~ 2,21.

Dette gir sannsynligheten

214,9\ >*'
P(Y <4722)=1- P(Y 2 4722) =1 - ( = ~ 0,824.

c) La p betegne forventningsverdien av Y. Da gnsker vi & teste om p har gkt til 435-1,036 =
450,7 eller om p er mindre enn 450,7. Vi formulerer dette som en hypotesetest der det vi
gnsker a teste om har skjedd velges som alternativ hypotese. Dette gir

Hy : o <450,7
Hy o p> 450,7.

Ettersom fordelingen til Y er vanskelig & jobbe med gnsker vi a gjore denne testen basert
pa Y pa vanlig mate. For at dette skal veere meningsfullt ma vi anta Y har en fordeling
som er nzrme en normalfordeling. Basert pa sentralgrenseteoremet er det rimelig at
dette vil veere en tilstrekkelig tilnserming hvis vi har nok malinger. Vi ma dermed anta
30 malinger er nok til at dette skal veere en god tilnserming.

Under denne antagelsen kan man under nullhypotesen (Hy) bruke

E[Y] = 450,7
0g
o 516
Var[V] = - = 227 ~ 8875
30
til a teste pa
Y — 450,7
Z==""20L U N(0,1).

V8875

d) Vi har en ensidig test pa signifikansniva 0,05 og forkaster Hy hvis vi observerer

Z > 20,05 = 1,645.
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Fra tallene i oppgavene finner vi y = 13611/30 = 453,7 som gir observert verdi

453,7 — 4507
2=
/8875

Ergo forkaster vi ikke nullhypotesen. Det er ikke grunnlag for a si at lgnnen har steget
med 3,6 % pa signifikansniva 0,05.

=0,03 < 1,645 = 20,05-

Fra figuren virker det som det er betydelig skjevhet (skewness) i fordelingen. P& gnsket
signifikansniva ma var ensidige test ha 0,05 sannsynlighet i gvre hale av fordelingen. Pa
grunn av skjevheten i fordelingen virker det klart at den virkelige grensen for testen ma
veere mye lengre mot hgyre enn indikert av normalfordelingstilngermingen. Det virker
ikke som utvalgsstgrrelsen er stor nok til & bruke sentralgrenseteoremet.

Oppgave 3 Gruvedrift

n

a) For & forenkle uttrykkene innferer vi S,, = > ' | (z; — &)%

Variansen til 5y er

Var[Bl] = Var [Zi:l(ﬁ — x)YZ]
S$$
1 n
— S—ZVar Z(w, - 1)Y;
zx i=1
I & _
=5 ZVar [(z; — 2)Yi]
TT =1
1 ¢ N2 2
TT ]
o2
" Sur

Ved andre likhet flyttes konstanten ut, ved tredje likhet brukes uavhengigheten til de
ulike Y;, ved fjerde likhet flyttes konstanten ut og Var[Y;] = o2 benyttes.
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Forventningsverdien til B er

B[3,] = 2?21(56’;— z)E[Y]]
_ i (@i = 2)(Bo + Pi)
S$$
_ Bo Z?ﬂ(%‘ —I)+ 5 Z?Zl(xi —I)w;
le'
o0+ By (T, 22 — )
Sfl’fl’

= b

— 61 Szm
Sxx

Dermed er Bl forventningsrett.

b) Fra uttrykket for B, ser vi at Bl er en lineserkombinasjon av uavhengige ¥; som er nor-
malfordelte. Dette betyr at 3, ogsé er normalfordelt, og vi har 3; ~ N(B1,0%/S.). Vi
kan derfor lage et konfidensintervall basert pa den stokastiske variabelen

_B=B
0/

For et 90 % konfidensintervall trenger vi z som er slik at

A N(0,1).

P(—z < Z < z) =0.90.
Denne verdien er som kjent 25 = 1,645. Deretter jobber vi oss fra ulikhetene
—20,05 < Z < 20,05

til et intervall for ;. Vi far intervallet.

~

< B1—B1 < 2005

o
—R0,05" — )
Vv S:m: Sxx

— — < < 3 ~|» e
{ 3 Z / 3 / 3 2 .
1 0,05 /—Sxx 1 1 0,05 /—S$$

Vi finner z = 2, S, =4 og

Ao —Y1— Y2+ Ye + Y7 o _277_371+471+575

B 1 = I =0,95.
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Dermed blir intervallet

(0,95 — 1,645 - 0,5/2,0,95 + 1,645 - 0,5/2) = (0,54, 1,36).

Basert pa uttrykket for konfidensintervallet som vi har funnet sa er lengden av intervallet
bestemt av zp 050 /Sy, Av faktorene i dette uttrykket er det bare S,, vi kan pavirke. Den-
ne faktoren inngar i nevneren slik at jo stgrre S, er jo mindre er lengden av konfidensin-
tervallet. Med andre ord vil det beste vaere a gjore S, stgrst mulig under begrensningen
at vi skal male 7 punkter fordelt pa bergart 1, 2 og 3. Siden S,, betegner summen av
kvadratavvikene virker det rimelig at det beste er a fordele malingene omtrent jevnt i
bergart 1 og bergart 3.

For 3 prover i bergart 1, 1 prgve i bergart 2 og 3 prgver i bergart 3 far vi S,, = 6 som
er bedre enn punktene brukt i oppgaven. Dette er rimelig siden malingene i bergart 2
ikke hadde noen innvirkning pa S,, siden z = 2. For 1 prgve i bergart 1, 5 i bergart 2
og 1 i bergart 3 for vi S,, = 2 som er darligere enn punktene brukt i oppgaven. Dette er
rimelig siden de fleste z-verdiene er lik 2 som ikke har noen pavirkning pa S,, nar r = 2.
Ettersom det er gnskelig med mest mulig spredning lgnner det seg a flytte ogsa den siste
maling i bergart 2 til noe annet. Med 4 malinger i bergart 1 og 3 malinger i bergart 3
far vi S, = 6.86.

Disse resultatene er rimelige fordi 3, er estimatoren til et stigningstall. Nar vi skal esti-
mere stigningstallet er vi mindre pavirket av usikkerheten i y-verdiene jo lenger avstand
vi har mellom z-punktene. Dette er fordi ¢ blir mindre relativt til gkningen i y. Med liten
avstand mellom z-punktene vil det veere nsermest umulig a skille en faktisk gkning pa
grunn av 1Az og en forandring pa grunn av usikkerheten i de to punktene vi har malt.
Derimot hvis 514, er mye stgrre enn ¢ er malingen av gkningen neermest upavirket av
usikkerheten i y-punktene. I virkelige situasjoner er det ikke ngdvendigvis mulig a gjore
avstanden veldig stor i forhold til . Et annet viktig punkt er at denne tankegangen
krever at man faktisk stoler pa at modellen er korrekt. Hvis dette ikke er tilfellet er det
bedre a fordele malingene utover de mulige verdiene enn a bare bruke endepunktene.

La Y, veere prediktoren basert pa (21, Y1), (22, Y2), ..., (x7,Y7) ved zo, gitt ved

Yy = Bo + Bizi, (1)
og la

Yo = Bo + Bizo + o,

hvor €y ~ N(0,02), vaere en ny maling ved x uavhengig av Y1, Ys, ..., Y7,

I:egg Amerke til at vi umiddelbart har Yy ~ N(By + Bi1xg,0?). For ffo setter vi inn Bo =
Y — iz i Ligning (1),

Yo =Y + Bi(w — 7).
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For & finne prediksjonintervallet har vi lyst til & basere oss pa Yo — Yy, men for & gjore
dette trenger vi forventningsverdi og varians til Y.

Forventningsverdi finner vi ved

E[Y,] = [ ZY+51:CO—:C)].

Her er forventningsverdi til Bl kjent og (z¢o — ) er en konstant slik at vi far

1 7

E[Y,] = %Z;E[Yi] +hi(wo —T) = - > (Bo+ i) + Bi(zo — T)

i=1

= Bo + 17 + Bi(xo — T) = Bo + Bizo.

For a beregne variansen trenger vi a vite at Y og [3; er uavhengige, eller vise det ved

7 _
1 (2 — T)Y;
Cov(Y, 31) = Cov (7 ZYM 2= )

{L'{L'

) m;ZD conn ).

Her er Cov(Y;,Y;) = 0 nar i # j og Cov(Y;,Y;) = Var(Y;) = o2. Dette gir

iy Ly

Cov(¥, 1) = o (2 — #)Cov(Y}, ¥))

Med denne informasjonen kan vi regne ut

Var[Y] = Var[Y + 81 (zo — )] = Var[Y] + (2o — z)?Var[54]
o’ (w—1)* ,

T s
hvor vi har brukt at Y og Bl er ukorrelerte ved likhet nummer 2.

V1 har totalt at

E[Yp — Yyl = 0
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og at

2 )2
Var[Yy — Y| = Var[Yy] 4+ Var[Yp] = 07 + (xosix)az + 0.

Dermed er
Y, — Y,
Z _ 0 0 —
o1+ 1+ 2t

~ N(0,1),

og vi kan gjenta utregningene for konfidensintervallet i b) for & fa prediksjonintervallet

2

~ 1 (l‘o — ZZ‘)Q ~ 1 (:L‘O B j)
Yo — 1+-4+— <Yy <Y, 1+-4+——.
0 20,050'\/ —+ 7 + Smm 0 0 -+ 20,050 + - + Sm;

Ved & sette inn tall far vi
Yo =5 — Bilwo — ) = 3,814 + 0,95(3 — 2) ~ 4,76.

I tillegg har vi

1 (2 —7)? 1 12
1= 4 0T 6450501+ = + — ~ 0,07,
20’05“\/ trt o ’ PRz R

Dette gir intervallet

(4,76 — 0,97,4,76 + 0,97) = (3,79,5,73).



