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Oppgave 1

To hendelser: A=komponenten har en feil av type A, og B=komponenten har en feil av type
B, og P(B) =0.09, P(A| B) =0.5 og P(A| B') = 0.01.

a)

P(ANB) = P(A|B)-P(B)=05-0.09 = 0.045

P(A)=P(ANB)+P(ANB')=P(ANB)+P(A| B)- P(B)
= P(ANB)+ P(A|B))-(1— P(B)) = 0.045 + 0.01 - (1 — 0.09)
= 0.045 + 0.0091 = 0.054
P(B| A) = P(ANB) _ 0045 _

P(A)  0.054

Over: fgrst definisjon av betinget sannsynlighet, sa totalt sannsynlighet og til slutt Bayes’
regel.

b) X er binomisk fordelt. Vi har en Bernoulliprosess (binomisk forsgksrekke)

e Vi velger komponenter fra produksjonen uavhengig av hverandre.
e For hver komponent undersgker vi om den er feilfri (suksess) eller ikke (fiasko).

e Sannsynligheten for suksess er 0.9 for alle komponenter.

og vi har gitt at n = 20 komponenter testes og vi lar X vaere antallet suksesser (feilfrie),

som dermed vil veere binomisk fordelt med n = 20 forsgk og suksess-sannsynlighet
p=0.9.
Sannsynligheter:
20 19 20—19
P(X =19) = 19 0.9°(1—-10.9) = 0.270

P(X >15)=1—P(X <15) =1—0.043 = 0.957

der P(X < 15) er funnet pa side 17 i Tabeller og formler i statistikk.
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¢) 90% konfidensintervall for p basert pa at Z = —2="2_ ¢r tilnaermet standard normal-

np(1—p)
fordelt.

P(—Zo,og, < Z< 20.05) =0.90
_X—np

np(l — p)
P(—Zoo5 ’I’Lp(l— ) <X —np< 2005 nf)(l - A) =0.90

P(—20.05 < < z0.05) = 0.90

P(—X—z005 npl— ) < —np < X—I—zoo5 npl— ) =0.90

1_
*—3005\/ +Zoo5\/ ) = 0.90
/D _p /
D — 20.05 <p<p—+ 200 —090

pL<p<mﬂ—0%

Innsatt numerisk verdi for observert p og n kalles intervallet [pr, py] et 90% konfidens-
intervall for p.

Innsatt n = 500 og x = 470 feilfrie komponenter gir p = 0.94.

0.94- (1 —0.94)
pr = 0.94 — 1.645 - =0.92
pr=0.9 645 ¢ =00 0.923

(1 —0.94)
500

= 0.957

0.94
ﬁL::0944—1645-V/

Dette intervallet er et intervall der vi har 90% tillit til at vi finner den ukjente andelen
feilfrie komponenter i produksjonen. Hvis vi gjentar forsgket med n = 500 komponenter
mange ganger, sa vil i gjennomsnitt 90% av intervallene vi lager inneholde denne ukjente
(sanne) andelen.

Oppgave 2

X1 og Xy er stokastiske variabler med E(X;) = E(X32) = 2, Var(X;) = Var(Xs2) = 1 og
COV(Xl,XQ) = %

1

1 1
E(=X1 + =X2) = -E(X -BE(Xy)==-24+--2=2
(2 1+2 2) B ( 1)+2 (X2) 5 +
1 1 1, 1, 11
V&r(§X1 + §X2) = (5) Var(X1) + (5) V&I‘XQ + 2- 5 . 5 . COV(Xl,XQ)
1 1 2 1 3
4142 =22075
4 +4 +4 2 4

eksDes16-1sf-b 23. juni 2017 Side 2



TMA4245 Statistikk
Eksamen desember 2016

Videre, la X1, Xo,..., X0 veere stokastiske variabler med E(X;) = 2 og Var(X;) = 1 for
i=1,2,...,10 og videre la Cov(X;, X;) = % forallei=1,2,...,10 0g j = 1,2,...,10 slik at

i) LaX =40 X,

| Qo | Qo | Qo
E(X) :E(EZXZ') = TOZE(Xi) = EZ2 =2
i=1 i=1 i=1
10 10 10 i1

. 1 1.,
Var(X) :Var(l—OZXi) = (1p) ;Var( +2;; o ToCOV Xi, X;)
= 10 1 1 1 45 55

1+2-4 — )
(15 Z 25 10 102710 100 100

Oppgave 3

a)

X; — 181 _ 190 — 181
6 6
=P(Z>15)=1-P(Z<15) =1-0.9332 = 0.0668.

P(X, > 190) = P (

Regn forst ut

P(X; > 185) =

X4 — —
p(Xi—181 185151
6 6
=P(Z>067)=1-P(Z<0.67)=1—0.7486 = 0.2514.

Vi bruker sa definisjonen pa betinget sannsynlighet
P(X; > 190N X; > 185)
P(X; > 185)
P(X; > 190)
~ P(X; > 185)
= 0.0668/0.2514
= 0.2657.

P(X; > 190| X, > 185) =

Siden X; og Xy er uavhengige, far vi
P(X; > 190| X2 > 185) = P(X; > 190) = 0.0668.

b) En god estimator skal veere forventningsrett og ha sa liten varians som mulig

Siden utvalgene bestar av uavhengige identisk fordelte stokastiske variabler er E[X] =
og Var[X]| = 02/n og E[Y] = p og Var[Y] = 02/m. Videre er

E[i] = aE[X] + bE[Y] = ap + by = (a + b)u
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og, siden X og Y er uavhengige har vi at

2 b2
Varlji] = a®Var[X] + BVarl¥] = 020> /n + 120> /m = o (im).

Siden /i skal veere en forventningsrett estimator for p, blir

og variansen til estimatoren kan skrives som
2 2
a 1—a
Var[p] = o? < + H) .
n m

Den mest effesiente estimatoren oppnas ved & minimere variansen med hensyn pé a. Vi
utfgrer minimeringen ved & sette den deriverte lik 0 og far

(1/n—|— 1/m) =1/m

n
a =
n+m
og b=m/(n+ m). Estimatet blir
64 192
1= <180+ — - 183 = 182.25
"=356 " " 256
c) Null- og alternativ hypotese:
Hy:pp =
Hy:py # po

Siden observasjonene kommer fra en normalfordeling har vi, nar nullhypotesen er sann,
at _

X-Y
VS2/n+ S35 /m

er omtrent t-fordelt med v frihetsgrader, der

Ty =

B (s7/n + s5/m)?

 (s7/n)?/(n = 1) + (s3/m)?/(m — 1)’

Det betyr at

(6.0%/64 + 5.5%/192)?

= (6.0%/60)2/(64 — 1) + (5.52/102)2/(192 — 1) _ 0O
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som ma rundes ned til v = 100 frihetsgrader.

La to = (Z — §)/\/s1/n + s5/m, da blir forkastingsomradet til testen: forkast Hy hvis
to > tOé/2,V eller tg < _toc/Q,w der t0.025,100 = 1.984.

Observasjonene gir

to = (180 — 183)/+/6.02/64 + 5.52/192 = —3.5354

som ligger i forkastingsomradet og konklusjonen blir forkast Hy. Det er ikke rimelig &
anta at de to forskningsgruppene har gjort utvalg fra samme populasjon.

Oppgave 4

a) Det er en klar trend med at gkende gestasjonsalder gir pkende fodselsvekt og trenden
virker lineger. Videre virker det som spredningen av fgdselsvekt er omtrent den samme
for alle gestasjonsaldere. Det er ikke mulig & forsikre seg om at observasjonene er nor-
malfordelte med sa fa observasjoner, men det er ingen klare tegn pa at antagelsen er
brutt. Alt i alt, virker en lineser regresjonsmodell rimelig.

Bo og 1 estimeres med minste kvadraters metode ved & velge by og b; som minimere
summen av kvadratfeil for den estimerte modellen

17 17
SSE = (yi—9:)? =D (yi — bo — b1w;).
i=1 =1

Dette gjores ved & sette de deriverte SSE/0by og OSSE/0b; lik 0 og lgse det linesere
ligningsystemet med hensyn pa by og b;.

Den predikerte verdien for g = 40 blir
9o = bo + b1zg = —4.02 4+ 0.18 - 40 = 3.18.

b) La Sy = >.r;(z; — )%, da har vi pa grunn av uavhengighet mellom Y3, Y3,...,Y,, at

1
Var[B;] = Var . z:(fvZ - 1)Y;
=1
1< o
=5 Z(wz — )“Var[Y;]
T =1
oSy o2
=0 —— = —.

Dermed er (siden By og Y uavhengige)

Var[Yy] = Var[By + Bizg] = Var[Y + By (zo — Z)]

= Var[Y] + (2o — Z)*Var[B]

=o?/n+ (z0 — 7)%0?/Sps
1 (xo—f)Q

—_ 2 =

¢ <n+ S
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Det vil si at standardavviket til estimatoren er

1 (x[) — :Z‘)Q
oy =+
n Sza
Yy er en estimator for forventningsverdien av fgdselsvekt for gestasjonsalder xg og kan
brukes til & konstruere et konfidensintervall for forventningsverdien. Bredden pé kon-
fidensintervallet vil veere avhengig av variansen til estimatoren som ble brukt for a
konstruere det og uttrykket vi har funnet viser at variansen gker jo stgrre |zo — Z| er.
Det er derfor mindre usikkerhet for zg = 39 enn ved ¢y = 29 fordi Z er nsermere xy = 39
enn xg = 29.

Oppgave 5
Y 0, y <0, 0, y<O0,
Fr) = [ =S fade 0sy<i={y 0sy<1,
- 1, y>1 1, y>1.

Legg forst merke til at siden verdien av Y ligger mellom 0 og 1, sd kan —In(Y")/A bare oppna
verdier stgrre enn 0 Det vil si at for > 0 kan vi bruke

Fy(z) = P(X < z) = P(—In(Y)/A < 2) = P(n(Y) > —Az) = 1 — P(Y < e ),

der ulikhetstegnet ma snus fordi det ganges med —1 pa begge sider av ulikheten. Dette betyr
at
Fx(z)=1—Fy(e™)=1—e* forz>0.

X kan ikke bli mindre enn 0 s&

0, <0
FX(w):{l—e_M’ x>0

Sannsynlighetsfordeling er

Dette er en eksponentialfordeling med forventningsverdi 1/\.
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