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Oppgave 1

a) Nar vi regner ut disse tre sannsynlighetene ma man huske pa at de mulige
verdiene for X er 3,4, .. ..

P(X>3) = 1-P(X<3)=1-P(X=3)= _@:1)],3(1_19)0
= 1-p°=1-0.1°=0.999
P(X <6) = }_:?)P 2_:3( i)pf”(l—p)‘”‘?’
2 4\ 4 2
- ot oo oo
= (1 —p)+6(1—p)*) = 0.1% (1 + 2.7 + 4.4.86) = 0.00856

P(X >6NX P(X >
PX>6x >3 — LX=60X>3 PX=0)

P(X > 3) - P(X >3)
1-P(X <6) 1-0.0.00856
= = 0.9924
P(X >3) 0.999 —

b) For a finne SME ma man starte med & finne rimelighetsfunksjonen. Siden
X1, Xy, ..., X, er uavhengige far vi at

L(p) = f(x1, 22, ..., Tp;p) = ﬁ f(zsp) ﬁ K 11>pk(1 _p>$i—]€‘| ‘

i=1 =1
Log-rimelighetsfunksjonen blir da

I(p) = InL(p znj[ (( 11>>+k1np+(xi—k)1n(1—p)]

illn«i";_l))%nmnpﬂnl— )3 — nkIn(l - p).

=1

For & finne for hvilken verdi av p denne funksjonen har sitt maksimum deri-
verer vi med hensyn pa p,

nk 1 "
I = 0+—+—(=1)> x;— :
(p) > 1, (Y 2 T
nk i nk

P I—p 1—p

—1)
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Finner for hvilken verdi av p log-rimelighetsfunksjonen har sitt maksimum
ved & lgse ligningen '(p) = 0 med hensyn pa p,

nk i, r;—nk
p l—p

= nk(l—p) = <zn:xl —nk;)p

I'lp)=0 =

= nk—nkp:pri — nkp
i=1

= nk=p)
i=1

nk
2?21 $i‘

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren blir dermed

= p=

nk B k
X X

D=

c) La A og B vere hendelsene at klokkene som inspiseres kommer fra henholds-
vis produksjonslinje A og B. Vi har da oppgitt at P(4) = P(B) = 0.5 og

at

r—1) 4 a—k r—1) 4 z—k
P(X =zlA)={, | |Pal=pa) og P(X=u|B)={, . |rs-ps)""
Oppgaven spgr etter sannsynligheten P(A|X = z). Ved & bruke Bayes’ regel
far man at

P(X =x|A)P(A P(X =x|A)P(A
Pl =) = PE=alAPA) _ (X = 2] 4)P(4)
P(X =1x) P(X =z|A)P(A) + P(X = z|B)P(B)

(Z)Ph(1 = pa)™*- 05
T s s
(L —pa)**
ph(1 = pa)*F + ph(1 — pg)*—*

Setter man inn de oppgitte tallene far man at

0.13(1 —0.1)5-3
P(A|X =5) = =
(] ) 0.13(1 — 0.1)5-3 +0.23(1 — 0.2)>-3

o

136

S
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Oppgave 2

a) I figur A ser det ut til at det er en ikke-lineser sammenheng mellom z og v,
noe som ikke stemmer med regresjonsmodellen gitt i oppgaven.

I figur B ser det ut til at variabiliteten til y gker med gkende x, mens man
i regresjonsmodellen gitt i oppgaveteksten spesifiserer at variansen til Y er
den samme for alle verdier av . Dette datasettet passer dermed heller ikke
regresjonsmodellen gitt i oppgaveteksten.

I figur C ser det ut til & veere en lineser sammenheng mellom x og y og varia-
biliteten til y ser ut til & veere den samme for alle verdier av x. Den oppgitte
regresjonsmodellen ser ut til & veere en god modell for dette datasettet.

Siden Y er tykkelsen pa en bremsekloss ma man rent fysisk ngdvendigvis
ha at Y > 0. Men ifplge regresjonsmodellen vil E[Y|z] bli negativ nér x
er stor nok og P(Y < 0) vil ogsé bli stor nar x er stor nok. Dermed kan
ikke regresjonsmodellen veere en rimelig modell for alle z. Den linesere regre-
sjonsmodellen vil kun veere gyldig for at intervall av z-verdier, z € [0, Z .-
Tilsvarende vil veere tilfelle for de aller fleste regresjonsmodeller, modellen
er gyldig kun for et intervall av xz-verdier.

b) Minste kvadraters metode angir at B er gitt ved

B = argmin {Z(Yz — (ko — sz)f} )
B li=1
Vi finner minimum ved & sette den deriverte av kvadratsummen lik null,

9 SV (ko — B = S22V~ (ko — P)) -
aﬁ =1 =1

= lzn:lyx kOmeLﬁZx} =

sz ZYm

1
Ko ZZ 1 xz ZZ 1 sz

1LU

U
M:

%

= [B=

Ved a bruke regneregler for forventningverdioperatoren far vi at (ved a huske
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at z;’ene er konstanter)

E[5] = Elkozylf’fz - %?1K$i1

T
= [k’o Z Ty — Z Yﬂz‘]
i=1

=19
zlz

1 n
1 n n
i=17; i=1 i=1
Ved & benytte modellantagelsen E[Y;] = ko — Sx; far man dermed
- 1 n n
{ } iy v} ’ ; ; ’
1 n n n
Dic1 T i=1 i=1 i=1
> T
- 6 ' n : 1’2 = g

=11

For & finne variansen til 3 starter vi tilsvarende med & bruke regneregler for
varians. Igjen ma man huske pa at x;’ene er konstanter, og man ma huske
pa at vi har antatt at Y;’ene er uavhengige. Da far vi

[koE LT — D Ym]

n 2
i=1Ti

Var {B} = Var

1 2 n n
= <"x2> Var [ko Z Ti— Z Yixi]

i=1 L5 i=1
1

= W l0+ ZZIVar sz]l

xQVar .
(Z? 1$) Lz:l 1

Ved & benytte modellantagelsen Var[Y;] = o2 far man dermed

~ 1 n
varlp) = | >[Z"1
022?:1@2 o?

( ?:1%2)2 1 7
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c) Fra forrige punkt har vi forventningverdi og varians til B og siden det er
oppgitt at # er normalfordelt kan vi lage en standard normalfordelt variabel

NGRS

i=1"1

~ N(0,1).

Siden verdien til variansen o2 er ukjent erstatter vi o2 i dette uttrykket med
var estimator &2 for o2. La oss kalle stgrrelsen vi da far for 7. Vi kan vise
hvilken sannsynlighetsfordeling 7" har ved & skrive

B—8

o2

B - ﬂ \/ Z?:l @7 A
T == pu— pum .
o2 , (n—l);2 \/Ll
V i B —

Siden Z ~ N(0,1), V ~ x2_,, og Z og V er uavhengige siden Bog V er
uavhengige, far vi at T" er Student ¢-fordelt med n — 1 frihetsgrader. Vi kan
da lage konfidensintervall ved a starte med kvantiler i en Student ¢-fordeling.
Siden en Student t-fordeling er symmetrisk om 0 har vi

P (—t%m_l <T< t%m_l) —1-a

Pl|—ta, < il <ta, |=1-a
2 6\'2 2
2ima T
Lgser sa hver av ulikhetene inni sannsynlighetsuttrykket med hensyn pa .
Vi far
58 62 _ 4
_t%7n71 < = <:> _t%7n71 oy ) S 5 — /3
g i=1 L5
i1 T
~ o2
<~ — @ < —
f= by Y i T ’
~ g2
<~ ﬁ + t%,n—l n 2 > B
i=1 L5
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og tilsvarende for den andre ulikheten

b8 5 52
—————=<ta, 1 & [B—-F<te,
27?722 o o Zily 77
i=1 %3
~ 52
<~ _6 = _B + e n—1 n 2
i=1 ‘ri
~9
& B=2B—tgnn
2 Y1 T
~9
~ o
< B—ten <B.
2" > %2

Vi har dermed

~ 02 ~ 02
P 5—t%,n71 ﬁﬁﬁﬁﬁ‘i‘t%,nq = S| =1-«
i=1 i i=1 i

Et (1 — «) - 100%-konfidensintervall for 5 er dermed
. 02 ~ o
{5—153,71—1 = Btt H]
i=1 L3 i=1 i

Hvis vi gnsker a utfgre den tosidige hypotesetesten

Hy:B8=py mot Hy:B# Sy

V][]

med signifikansniva a, kan vi benytte sammenhengen som alltid finnes mel-
lom et konfidensintervall og en tilhgrende tosidig hypotesetest. Vi skal for-
kaste Hy hvis konfidensintervallet ikke inneholder verdien (.

Oppgave 3

a) Estimatoren fi er normalfordelt fordi den en en linger funksjon av X, Xo, X3,
som er uavhengige og normalfordelt.

Ved & benytte regneregler for forventingsverdi far vi at

B[] - E Hix] _ :LE [ix} _ iiE[Xi].
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b)

Ved & benytte at E[X;] = u far vi da

Siden X5, X5, X3 er uavhengige gir regneregler for varians at
1 2 n 1
Var [fi] = Var Z X, <) Var |3 X;| = = Var[X
n i=1 n iz
Ved & benytte at Var[X;] = o2 gir dette

n 0_2
Var [fi = —.

z:: n
Hvis en estimator er forventingsrett innebserer det at dersom man gjentar
forsgket uendelig mange ganger vil gjennomsnittet av de tilhgrende estima-

tene veere lik den sanne parameterverdien.

Det er oppgitt at man skal bruke i som testobservator. Det er rimelig a
forkaste Hy dersom i < k, der den kritiske verdien k£ ma bestemmes fra

kravet
P(Forkast Hy|H, er riktig) = P (i < k|lp =3) = a.

P(i<klp=3)= (,u g 3) P(Z<k_3):a,

der Z ~ N(0,1). Ved & tegne opp sannsynlighetstettheten i en standard
normalfordeling ser vi da at vi ma ha

_ 2
K 3:—za = k=3-2z, O—.
[a? n

Innsatt tall far vi, ved a bruke at z, = 2zg9.95 = 1.645,

[0 42
k=3-1.645 0; = 2.62.

Vi skal altsa forkaste Hy hvis i < 2.62.

Ved & standardisere ji far vi
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0- )
1
n

2
1 — pB(u) = P(Forkast Hy|lu) = P (ﬁ <3 = za\/—

c) Teststyrken til testen er for pu < 3 gitt ved

Standardiserer ji for a finne et uttrykk for sannsynligheten,
i — 3— 20/ 2 —
fi— o\ % — 1
I- ﬁ (:u) = P ( \/07 < \/JT H)
3— 2o/ 2 —
der ®(-) er kumulativ fordeling i standard normalfordeling. Innsatt n = 3,
2o = 1.645 og 0% = 0.4% blir styrkefunksjonen dermed seende slik ut.
1—B(n)
1.00 +

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.05

Onsker sa a finne ut hvor stor n méa veere for at sannsynligheten for & forkaste
H, skal veere minst 0.9 nar p = 2.9. Matematisk kan dette kravet uttrykkes

SOIm
P(Forkast Holp=2.9)>09 & 1—3(2.9)>09

Ved & bruke uttrykket vi fant for styrkefunksjonen (for vi satte inn for n)

blir altsa kravet
3— 2,0/ Z =29
P ( n ) > 0.9.

fa?
n
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Ved & lage en skisse av sannsynlighetstettheten av en standard normal-
fordeling ser man at dette kravet er ekvivalent med

33—z a2 _ 2.9 02 0'2
n >201 & 3= Za\|— —2.9 2201\ —
a2 n n

2

& 3—-29 Z (Za -+ ZO.I)M i
n
o2

< 0.1 > (1.645+ 1.282)4/ —
n

- o2 < ( 0.1 )2
n — \1.645 + 1.282
1.645 + 1.282\ 2

< 02( 0+1 ) =n

1.645 + 1.282
0.1

2
o n>04° ( ) = 137.08.

Siden antall poser som skal testes selvfglgelig ma veere et heltall ma man
folgelig teste minst 138 poser.

d) Starter med & utlede kumulativ fordelingsfunksjon for X,

Fx, () = P(X@ <z)=P(Minst to av Xy, Xy, X3 < z)
= P(Ngyaktig to av X, Xy, X3 < z) + P(Ngyaktig tre av X, Xo, X3 < x)
3 _ 3 _
= (3)Fetar = Fxtay 2+ (§) Pt - Pt

= 3Fx(z)'(1 - Fx(2)) + Fx(a)’
= 3Fx($)2 — 3Fx($)3 + Fx(ﬂf)g
SFX(ZE)2 — 2Fx(ZL’)3

Finner sa sannsynlighetstettheten til X2y ved & derivere,

fxo (@) = F,, (x)=3-2Fx(z)- fx(z) —2-3Fx(z)*fx(z)

Z(2)

= 6Fx(z)fx(z)[1 — Fx(x)],

der Fx(x) og fx(x) er henholdsvis kumulativ fordeling og sannsynlighets-
tettheten i en normalfordeling med forventningsverdi u og varians o2.

Man kan tenke seg & undersgke om fi = X(9) er en forventningsrett estimator
for 1 ved & regne ut E [fi], men man vil da ende opp med et integral som er
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sveert vanskelig a evaluere analytisk. Det som gir enklere regning er a vise
at fx, (z) er symmetrisk om z = p. Man md altsd vise at fx, (1 +0) =
Ixe (u—9) for alle § > 0.

Siden fx(z) er sannsynlighetstettheten til en normalfordeling med forven-
tingsverdi p vet vi at fx(z) er symmetrisk om g, dvs.

fx(p+08)= fx(u—23) foralle § > 0. (1)

Néar X er normalfordelt med forventningsverdi p har vi ogsd at P(X >
p+96) =P(X <p—90) foralle d > 0. Siden P(X >p+0)=1—P(X <
p+0)=1—Fx(p+d)og P(X <pu—0)=PX <pu—-9)=Fx(pu—0) har
vi dermed at

Fx(p—90)=1—Fx(u+9) foralle d > 0. (2)
Ved & bruke (1) og (2) og uttrykket vi fant for fx, (x) far vi da at

fxo(p+0) = 6Fx(p+0)fx(p+0)[1— Fx(u+0)]
= 61— Fx(p—0)]fx(p—0)Fx(p—9)
= 6Fx(u—0)fx(u—0)[1— Fx(p—9)]
=[x (n—29).

Vi har dermed vist at fx, (x) er symmetrisk om p, og dermed blir

E[g =E [X@)} = i




