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Oppgave 1

Det beskrevne stokastiske forsgket har m = 6 - 6 = 36 mulige resultater, som kan
organiseres i matrisa

(L) | (1L,2) | (1,3) ] (1L,4) | (1.5) | (1,6)
1) (22)]|(23)](24)](25)](20)
(3,1 | (3,2) | (3,3 | (3,4) | (3,5) | (3,6)
41) | (4.2) | (43| &5 ] (3,5)] (4.6
(5.1 (5.2 | (53| (5,4) | (5:5) | (5,6)
(6,1) ] (6:2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

der det forste tallet angir antall gyne pa fgrste terning og den andre tallet angir
antall gyne pa den andre terningen. Av de mulige utfallene blir summen av antall
gyne stgrre enn eller lik 6 for de g = 26 utfallene angitt i rgdt i tabellen over. Det
er rimelig & anta en uniform sannsynlighetsmodell, og dermed far vi at

g 26 13

PA) = > =—=— =10.7222.
(4) m 36 18 0.7223

o

Tolkningen av dette tallet er at dersom vi hadde gjentatt kast med to terninger

uendelig mange ganger ville andelen av kastene som gav minst 6 gyne veere 13 =

18
0.7222.

Hvis vi lar Y] veere antall gyne pa fgrste terning og Y, veere antall gyne pa andre
terning har vi at X = Y7 + Y5 slik at

E[X] = E[Y1] + E[Y3].

Dessuten har Y] og Ys samme sannsynlighetsfordeling slik at E[Y;] = E[Y]. For en

terning har vi dessuten at alle utfallene y = 1,2,...,6 har samme sannsynlighet
é, slik at
6 1
EY)] =E}Ys]=> "y 6 (14+2+3+4+5+6) =
y=1
Vi far dermed at 01 91 91
EX|l=—+—=—="1
X] 6 * 6 3 =

Tolkningen av dette tallet er at dersom vi hadde gjentatt kast med to terninger
uendelig mange ganger ville vi i gjennomsnitt fatt 7 gyne pa hvert kast.
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Oppgave 2 Oppfolgingsavdelingen

a)

b)

La V4 betegne antall besgk en pasient fra avdeling A har til oppfelgingsav-
delingen. Det er da angitt at

1.4v .,
Va ~plva;pia = 1.4) = — e " forvg=0,1,2,...
VA:
Vi far dermed at
14° ., 1.4
P(Va=0)=—e " =¢ " = 0.2466,

0!
0g

PVai>2NnVy>1 P(Vy>2
PVa>2Vaz1) = (P(VAzl) ):PEVA>1)
1= P(Vy<2)
1— P(Vy=0)
1= P(Va=0)— P(Va=1)— P(Vy=2)

~—

1— P(V4=0)
1—0.2466 — Lbeml4 - LB
- 1 — 0.2466

= 0.221.

La A betegne hendelsen at en tilfeldig valgt pasient pa oppfolgingsavdelingen
kommer fra avdeling A og la B betegne at pasienten kommer fra avdeling
B. Vi har da opplyst at P(A) = 0.66 og P(B) = 1— P(A) = 0.34. La V
betegne antall besgk til oppfolgingsavdelingen for en tilfeldig valgt pasient.
Ved & bruke setningen om total sannsynlighet far vi dermed at

P(V=0) = P(V=0/A)P(A) + P(V =0|B)P(B)
= P(Vy=0)P(A)+ P(Vyz = 0)P(B)

0

= 0.2466 - 0.66 +

e %81, 0.34 = 0.3140.

La X4 og Xp veere antall pasienter operert ved henholdsvis avdeling A og B
som har ingen besgk hos oppfelgingsavdelingen. Siden hver pasient operert
ved avdeling A har sannsynlighet p4 = P(V4 = 0) = 0.2466 for & ha ingen
besgk til oppfolgingsavdelingen, uavhengig av hverandre, blir X 4 binomisk
fordelt,

XA ~ b(:vA;nA = 16302,]9A = 0.2466).
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Tilsvarende blir sannsynligheten for at en pasient operert ved avdeling B har

ingen besgk ved oppfglgingsavdelingen pp = O'g—!loe*‘)& = 0.4449 og

Ved & benytte at X = X4 + Xp og kjent formel for forventingsverdien i en
binomisk fordeling far vi dermed at

BIX] = E[Xa+ Xp| = E[Xa] + E[X5] = napa + nppp
16302 - 0.2466 + 8398 - 0.4449 = 7756.343.

Ved a benytte at X4 og Xp er uavhengige og kjent formel for variansen i en
binomisk fordeling far vi

Var[X| = Var[X4+ Xp] = Var[X,4] + Var[Xp]
= napa(l —pa) +npps(l — pp)
= 16302 -0.2466 - (1 — 0.2466) + 8398 - 0.4449 - (1 — 0.4449)
— 5102.727,

slik at

SD[X] = y/Var[X] = v/5102.727 = 71.4334.

Vi vet at en sum av uavhengige poissonfordelte variabler er poissonfordelt. Siden
antall besgk til oppfelgingsavdelingen for hver pasient er poissonfordelt og antall
besgk for ulike pasienter er uavhengige blir dermed totalt antall besgk til opp-
fglgingsavdelingen poissonfordelt.

La Yyu; for i = 1,2,...,n4 veere antall besgk for pasient nummer i fra avdeling A
og la Yp; for i = 1,2,... np veere antall besgk for pasient nummber ¢ fra avdeling
B. Da har vi E[Yy4;] = pa = 1.4 og E[Yg;] = up = 0.81, og dermed

ElY] = E [i Yai + iYBi] = iE[YAi] + iE[YBi]

na npg
— 314+ 3081 = 14ny + 0.81np = 1.4 - 16302 + 0.81 - 8398 = 29625.18.

i=1 =1

Siden vi vet at Y er poissonfordelt vet vi at Var[Y] = E[Y] slik at vi far

SD[Y] = \/Var[Y] = v/29625.18 = 172.1197.
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Oppgave 3 Levetid til en ny type mekaniske komponenter

a) Innsatt z =1 far vi

2y _4?
fly) = 7€ ~# for y > 0.
For y > 0 far vi
y Y2y 2
Fly) = [ fldy= [ Fetay
y2 Y '!-/2 y2
= |:—692:| = —67672 — (—60) = ]_ — 6702
0

Dermed har vi at

o2
F(y):{l_e 2 for y > 0,

0 ellers.

Fra dette finner vi s at

P(Y > 500) = 1—P(< 500) = 1—F(500) = 1— <1 —e fo°o°oz> = ¢ 00 = (.7788.

Medianen m er gitt fra ligningen F'(m) = 0.5, som gir at

2

l—e 92 = 05
e = 05
m2

m2
m = 6y/—In(0.5)
m

= 1000y/—1In(0.5) = 832.5546.

b) Rimelighetsfunksjonen blir

n le ?Zf
L(G):f(yl7y27ayna9):1_[ yza :Hl ]
=1 =1
Log-rimelighetsfunskjonen blir dermed
n Y222
1(0) = InL(#)=> |In2+1In(y;) + 2In(z) e ]
=1

= nhr12+2hq(yi)%—22111(2Z )—2nInfh — —Zy

i=1 =1
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Deriverer [(6) med hensyn péi 0,
n 1 n
L |t
i—1

—1
Finner verdien som maksimerer [(f) ved & sette I'(#) = 0, som gir

1 n

n = @2%22@2

RS =
nzzl

0 = i
nl;(y ).

SME blir dermed

~ 1
0 = ﬁ;YZZ

Innsatt tall fra tabell 1 far man at estimatet blir

~ [ 1
0= 0 6736616 = 820.77.

¢) Den en-entydige transformasjonen mellom y; og u; er

2222 0%u;
U; = 92 S Y = 2222 .
Siden vi kun er interessert i y; > 0 og u; > 0 er transformasjonen en-entydig.
Den deriverte av y; ved hensyn pa u; blir

du; o [02 222
221.2

Da u; > 0 blir den deriverte alltid positiv. For y;, u; > 0 gir transformasjons-
formelen da

dy;

foiwi) = fri(ys) - |
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Sannsynlighetstehheten til en y2-fordeling er for z > 0

1 124 x
f(x) = ——>~ax2 e 2 for x> 0.
2T (5)
Innsatt v = 2 blir denne
1 o1~z 1 e

som vi ser er identisk med sannsynlighetstettheten til U;. Vi har dermed at

Ved & sette inn uttrykket vi har for 0 far vi

ol 2n-LYN (YVie)?  ZL2vPRa?
02 62 _Z g2 -

Siden Y;’ene er antatt uavhengige blir ogsa U,’ene uavhengig, og vi vet at
en sum av uavhengige x7 -fordelte variabler er x>-fordelt med v = 7, v;.
Siden U; ~ x3 far vi dermed at 37, U; er x?-fordelt med 37,2 = 2n
frihetsgrader, dvs

me®
02 ~ X2n‘
d) Siden
2n6? 9
92 X2n
har vi at

2 2

For & omskrive dette uttrykket lgser vi hver av de to ulikhetene med hensyn
pa 6, starter med den forste ulikheten,

2n6? 2n6? ~ 2n
17 0, < s 92 < s 6<6 ,
1-2.2n 02 2 2
‘Tl—%,2n ‘Tl—%,Qn

siden 6 > 0 og 6 > 0. For den andre ulikheten fir vi tilsvarende

o2 2nb? ~| 2n
— <Th,, & S—<0 & §|5—<0
0 2 x%,Qn xg,2n
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Ved & sette de to ulikhetene sammen igjen med 6 i midten far vi dermed

~ | 2 ~ 2
Plo| <0< || =1-a
La on L1220

Et (1 — a) - 100%-konfidensintervall for § blir dermed

~ | 2 ~ 2
H - ,HJ — ]
La on T1-a2n

Med a = 0.05 far vi fra tabell over kvantiler i y*-fordelinger at 37%—%,211 =

at
1 & 1
— X:yzzZ =/— - 6736616 = 820.7689,
ni= \ 10

slik at konfidensintervallet blir
820.7689 20 820.7689 201 _ [627.9331, 1185.234]
' \'34.170" " Vo501 | : ’ —

Oppgave 4 Infeksjon etter operasjon

a) Sentralgrenseteoremet sier at dersom Xj, X, ..., X,, er uavhengige og iden-
tiske fordelte med en forventingsverdi E[X;] = i og en varians Var[X;] = o2
vil sannsynlighetsfordelingen til

X —p
\/%7

konvergere mot en standard-normalfordeling nar n — oo.

Nar n er stor betyr dette at

Fa
7 — H

~n(z0,1).

Dessuten har vi at
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dvs X er en linezer funksjon av Z. Dermed er ogsa X = % * 1 X; tilnsermet
normalfordelt.

Hvis vi sa ser pa situasjonen beskrevet i oppgaven, og fokuserer forst pa
pasientene som er operert fgr omorganiseringen, kan vi definere

X { 1 hvis pasient nr 7 i perioden fér omorganiseringen far infeksjon,
Fi =
0 ellers.

Vi har da at " = E[XFz] = Pr 0g O'2 = Var[XFZ] = [Xl%'z] — E[XF1]2 =
PE— p%. Fra det generelle resultatet over har vi da at pp = X—g =1 S Xpy
er tilnseermet normalfordelt.

At ogsa pg er tilneermet normalfordelt begrunnes helt tilsvarende som for
Dr-

Siden forskjellige pasienter far infeksjon uavhengig av hverandre blir Xg
og Xp uavhengige, som i sin tur gir at pr og pp blir uavhengige. Dermed
er pp — pr (tilneermet) normalfordelt fordi den er en lineser funksjon av
uavhengige og (tilnsermet) normalfordelte variabler.

Ved & benytte regneregler for forventingsverdi og at Xp ~ b(xp;ng, pr) og
Xg ~blxg;ng,pp) far vi at

N N N R X X
Blpe—fr] = Elpe] ~Elpel =B |55] — B[22
1 1 1 1
= 7E{XE] - 7E[XF] = — "NEPg — — ' NfppPF
ng ng ng nr
= PE — PF.

Ved a bruke regneregler for varians og at Xz og Xg er uavhengige far vi

Xy X X
Var [pg — pr] = Var [E - F} — Var {E} +(=1)% - Var {

ng ng ng

ng

XF]
L Var[X ] + —Var[Xy]
= —Var — Var

1 1

= — nepe(l —pe) + — nrpr(l — pr)
ng ne

pe(1 —pE) N pr(l —pr)
ng ng

b) Vi gnsker & kunne konkludere med at omorganiseringen har veert vellykket,
dvs vi gnsker a kunne konkludere med at andelen som far infeksjon er mindre
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etter omorganiseringen. Vi ma da som H; velge at pg < pr < pg — pr < 0.
Skal folgelig teste

Hy:pg—pr=0 mot H;:pg—pr<O.

Ved a ta utgangspunkt i resultatene i a) og standardisere pg — pr far vi at

(pe —Pr) — (PE — DPF)
\/PE(l—PE) + pr(l—pF)

ng nr

~n(z;0,1).

Nar Hj er riktig far vi dermed ogsa at
PE — DF
\/pE(l—pE) 4+ pr(-pr)

ng nr

~n(z;0,1). (1)

Denne stgrrelsen kan vi ikke benytte som testobservator siden pg og pr som
inngar nevneren er ukjente. Nar Hy er riktig er pp = pp og vi lar p veere
denne felles verdien. Nar Hy er riktig vil Xg + X ~ b(z;ng + np, p) slik at
vi kan estimere p ved

~

Xp+ Xp
pP=—"T—"

ng+np
Siden ng 4+ ng er stor blir p ~ p = pg = pr, slik at ved a erstatte pg og pr
med p i (1) far vi en stgrrelse vi kan benytte som testobservator,

PE — Dr

7 —
-9 (3 + )

For a finne p-verdien ma vi fgrst finne observert verdi for testobservatoren.

Innsatt observerte tall far vi pp = % = %, Dr = % = %,

~n(z;0,1) nar Hy er riktig.

rp+xp  186+135 321
ng+ng 2021 4+ 1919 3940’

D=

og observert verdi for testobservatoren blir dermed

PE — Dr
Zobs -
~ o~ 1 1
\/p(l - D) (@ + E)
135 186
_ 1919 — 2021 — 949

321 321 1 1
\/ 3940 ( - m) (m + m)
Man vil naturlig forkaste Hy dersom Z er liten nok, sa p-verdien blir

p=P(Z < 2, |Hy) = P(Z < —2.49|Hy) = 0.0064.
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Sannsynligheten for & observere det vi har observert eller noe mer ekstremt dersom
Hj er riktig er altsa sa lav som 0.0064. Det er fglgelig rimelig & forkaste Hy, dvs
konkludere med at omorganiseringen har veert vellykket.

c) La Y vere antall av pasientene som blir operert neste ar som far infeksjon.
Vi har da at Y er uavhengig av Xz og at Y ~ b(y; m, pg). Ved & argumentere
tilsvarende som i a) far vi at

y - M x,
ng

er tilnsermet normalfordelt med

E{Y—mXE]:mpE—m'nEpEZO
n

ng E
og
m m\2
Var |Y = x| = mps(L = pp) + (- ) neps(l - pr)

ng ng

m
= m <1 + ) pe(l —pg).

ng

Ved & standardisere far vi dermed

Erstatter sa pg i dette uttrykket med pg = f—g og bruker at pg ~ pg siden
ng er stor, til & konkludere at

Y - X

Jm (142 S (1 Xe)

Dermed har vi at

~n(z;0,1).

Y — ™ Xy
P —Z% < L
Jm (14 m) S (1 Xe)

Lgser hver av ulikhetene i dette uttrykket med hensyn pa Y. Den forste
ulikheten gir

<za | =1-—oq.

o
2
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og den andre gir

X X
ngXE+Zg\/m<1+m>E<1—E>.

ng

Ved & sette de to ulikhetene sammen igjen med Y i midten har man dermed

at
X X
P(mXE—Za\/m(l—i—m)E(l—E) <Y
ng 2 ng/ Ng ng

X X
SmXE+Za\/m(1+m>E<1—E>> ~1-—oa.
ng 2 ng/ Ng ng

Et (1 — «) - 100%-prediksjonsintervall for Y er dermed

X X X X
[mXE—Za\/m (1+m> - <1—E>,mXE—I—Za\/m <1+m> - <1—E
ng 2 nNg/ Ng ng ng 2 nNg/ Ng ng

)

Innsatt a = 0.1, og dermed Za = Zoo5 = 1.645, og observerte verdier blir
prediksjonsintervallet

2 1 1
135 — 1.645\/2000 (1 + 000) 59 ( i ),

1919/ 1919 \" 1919

2000
1919

1919 1919/ 1919 \" 1919
[113.81,167.58).

5 5 1 1
000-135+1.645\/2000<1+ 000) 35 (1 35 )]




