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Oppgave 1 Medisinmengder

En bedrift produserer en type medisin i pulverform. Medisinen selges pa flasker
som hver er ment a ta 500 gram pulver. Bedriften anvender en tappemaskin som
utporsjonerer pulveret i riktige doser. Nar tappemaskinen innstilles pa p gram, kan

de utporsjonerte pulvermengdene X, X, ..., antas uavhengige og normalfordelte
med forventningsverdi p gram og standardavvik o = 12 gram. Vekten av flaskene
(uten pulver) som pulveret fylles i, Y7, Y5, ..., kan antas & veere uavhengige og nor-

malfordelte med forventningsverdi 50 gram og standardavvik 2 gram. Pulvervekt
og flaskevekt antas & veere uavhengige av hverandre.

I punkt a) og b) i denne oppgaven er p satt lik 510 gram.

a) Hva er sannsynligheten for at ei tom flaske veier mer enn 53 gram?

Begrunn av vekten av ei flaske fylt med pulver er normalfordelt med forvent-
ningsverdi lik 560 gram og standardavvik /148 gram.

Hva er sannsynligheten for at vektforskjellen mellom to flasker fylt med pul-
ver skal veere stgrre enn 15 gram?

Ei flaske fylt med pulver som veier mindre enn 540 gram sies & vaere undervektig.
Kunder som kommer til & kjgpe ei eller flere undervektige flasker, har rett til a
returnere disse. Flaskene pakkes i kartonger med 24 flasker i hver kartong.

b) Hva er sannsynligheten for at ei flaske fylt med pulver skal veere undervektig?

La U betegne antall undervektige flasker i en tilfeldig valgt kartong. Hvilken
sannsynlighetsfordeling har U? Grunngi svaret.

Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt kartong skal inneholde ei eller
flere undervektige flasker?

Det anses som darlig reklame for bedriften at for mange flasker er undervektige.
Bedriftsledelsen forlanger derfor at hgyst 1% av flaskene i det lange lgp skal veere
undervektige.

c) Hvordan mé da maskinen innstilles for at dette kravet skal vaere oppfylt?

Nar dette kravet er oppfylt, hvor mange undervektige flasker ma en kunde
forvente a fa ved kjop av 50 kartonger?
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1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
wi | 470 | 475 480 | 490 | 495 500 505 510 o915 520
Vi | 488.1 | 455.4 | 497.8 | 475.5 | 502.3 | 469.6 | 517.2 | 484.5 | 506.2 | 520.1

Tabell 1: Verdier benyttet for g, ps,..., 10 og malte utporsjonerte kvanta
V1, V2, ..., V10

En kunde har kjopt n flasker med pulver og gnsker pa det grunnlaget a ansla pu.
De andre parametrene har verdier som angitt tidligere i oppgaven. Kunden veier
pulveret i hver flaske, X1, X5, ..., X,,, og benytter estimatoren

d) Utled et 100(1 — )% konfidensintervall for u basert pa pulvervektene i hver
flaske, X1, X5, ..., X,,.

Bestem konfidensintervallet numerisk nar n = 24, « = 0.05, 0g z = i Z?il x;
513.4, hvor z; betegner malt vekt for flaske nr. 7.

Hvor stor matte n ha veert for at lengden pa dette 95%-konfidensintervallet
skulle blitt kortere enn 8 gram?

Bedriften vil kontrollere at porsjoneringsmaskinen er riktig justert. Nar maskinen
innstilles pa 1 gram kan de utporsjonerte kvanta med pulver antas uavhengige og
normalfordelte med forventningsverdi lik Su og standardavvik lik 12, der g = 1
dersom maskinen er riktig justert. For a undersgke om maskinen er riktig justert
utfgres folgende forsgk: Maskinen innstilles pa i alt k verdier puq, o, ..., pug. Til
hver innstilling y; svarer da en stokastisk variabel V;, som representerer det utpor-
sjonerte kvantum. Nar forsgket er gjennomfgrt, har en malt utporsjonerte kvanta
v1, VU, ..., Uk, SOom er a betrakte som utfall av V;, V5, ..., Vj.

e) Finn sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for £.

Gjennomfer estimeringen nar £ = 10 og resultatet av forsgket ble som angitt
i tabell 1. Det oppgis at % | viu; = 2440526 og X8| 12 = 2462800.
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Oppgave 2

La X og Y veere diskret fordelte stokastiske variabler der X,Y € {0,1,2}. La
f(z,y) = P(X = z,Y = y) veere simultan punktsannsynlighet for X og Y og anta
at f(x,y) er som angitt i fglgende tabell.

z\y| O 1 2
0 10.10 0.25 0.15
1 10.06 0.15 0.09
2 10.04 0.10 0.06

a) Finn P(X >Y).
Finn (marginal) punktsannsynlighet for X og for Y.
Er X og Y uavhengige? Begrunn svaret!

Oppgave 3 Bremselengder

Vi skal i denne oppgaven anta at bremselengden, Y, malt i meter for en bil som kjg-
rer z km/time antas & veere normalfordelt med forventningsverdi Sx? og standard-
avvik ox. En bil som for eksempel kjgrer i 50 km/time vil dermed ha en bremse-
lengde som er normalfordelt med forventningsverdi 25008 og standardavvik 500.
Modellen har to parametre, 5 og o2, og disse vil avhenge av forsgksbetingelsene,
som for eksempel dekkenes egenskaper, veidekke og veer- og fgreforhold.

Anta na at verdien til S er ukjent og skal estimeres. For & estimere [ gjores
n bremseprgver med ulike hastigheter, men forgvrig under identiske forsgksbe-
tingelser. La z; betegne hastigheten benyttet ved bremseprgve nummer i, og la Y;
veere tilhgrende malt bremselengde. Vi skal anta at bremseprgvene utfgres pa en
slik mate at det er rimelig & betrakte Yi,Y5,... Y, som uavhengige stokastiske
variabler.

Til & estimere [ definerer vi estimatorene

~ "y ~ Zﬂ_l }/ZxQ
f=Z=l o =l
i T > T
Det oppgis at
2
R ~ o
E = V = —.
B =8 o5 Var[f] = 03

i=1Lj
Anta at det gjores n = 20 bremseprgver og at disse resulterte i verdiene angitt
i tabell 2. Det oppgis at § = 55 Y72 y; = 21.022, Y2 a? = 82750, Y72, o} =

=14 =14

573216250, 220, 28 = 4.7222 - 10'2 og 322, (y;/2:)? = 2.1656.
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1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
x; | 10 15 20 25 30 35 40 45 50 95
yi | 047 099 396 356 400 546 747 1033 13.53 11.93

1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x; | 60 65 70 75 30 85 90 95 100 105
y; | 15.85 19.64 19.06 31.90 34.01 36.09 41.83 46.48 55.36 58.52

Tabell 2: Hastigheter, z;, benyttet under bremseprgvene og tilhgrende maélte
bremselengder, v;.

a) Finn forventningsverdi og varians for /.

Hvilken av de to estimatorene B og B vil du foretrekke nar bremseprgvene er
som beskrevet over? Begrunn svaret.

Modellen for Y; spesifisert over kan alternativt formuleres som at
Y; = Ba? +ae; fori=1,...,n

der €q,...,¢, er et tilfeldig utvalg fra en normalfordeling med forventningsverdi
lik 0 og standardavvik lik o. Dersom vi benytter 3 som estimator for § kan vi
benytte

~ Y 33712

1T xl .
som et anslag for ;. I figur 1(a) er de observerte data plottet sammen med estimert
regresjonskurve § = S22, i figur 1(b) er punktene (z;,&;),i = 1,...,n plottet og
i figur 1(c) vises et normalsannsynlighetsplott (normalkvantil-kvantilplott, QQ-
plott) for &;,1=1,2,...,n.

b) Beskriv kort hva et normalsannsynlighetsplott (normalkvantil-kvantilplott,
QQ-plott) generelt kan brukes til og hvordan man skal tolke plottet.

Diskuter med utgangspunkt i plottene i figur 1 hvorvidt de observerte verdi-
ene ser ut til & passe med den spesifiserte modellen.
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1: Plott av (a) data og estimert regresjonskurve, (b) residualer &;,i =

1,2,...,20, og (b) normalsannsynlighetsplott (normalkvantil-kvantilplott, QQ-

plott) for residualene.
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Uavhengig av hva du svarte i punktene over skal du videre i denne oppgaven
benytte 8 som estimator for 5 og forutsette at modellen angitt i innledningen til
oppgaven er korrekt.

c) Anta i dette punktet at verdien til o2 er kjent.
Utled et (1 — a) - 100%-prediksjonsintervall for en ny bremselengde Yy ved
hastighet zp nar man har tilgjengelig observasjoner (z;,Y;),i = 1,2,...,n
som beskrevet over.
Hvis du fikk velge hvilke hastigheter x, xs, ..., x, bremseprgvene skulle ut-

fores for, hvordan ville du velge disse for at prediksjonsintervallet skulle bli
kortest mulig? Kommenter.

I neste punkt i oppgaven skal vi forutsette at begge parametrene 5 og o? er ukjente.
Du skal fremdeles benytte 3 som estimator for 3, og for & estimere o2 skal du

benytte
SN 2
L g (Yo Bt
6_2_ ( 5:["1) .

n—1:= T;

Det oppgis at (n —1)52/0? er y>fordelt med n — 1 frihetsgrader, samt at 3 og 52
er uavhengige.

Anta at det er kjent at en gammel dekktype har § = 0.0053 under spesifiserte
forsgksbetingelser. Na er det utviklet en ny dekktype og produsenten pastar at
den nye dekktypen har kortere bremselengder enn den gamle dekktypen under de
samme forsgksbetingelsene. For a vurdere denne pastanden gjgres n bremseprgver
med den nye dekktypen der vi lar xy, xs, . .., x, angi hastighetene som benyttes og
Y1,Ys, ..., Y, tilhgrende malte bremselengder.

d) Formuler spgrsmélet angitt over som et hypotesetestingsproblem. Spesifiser
H, og Hy, angi testobservator og vis hvilken sannsynlighetsfordeling denne
har under Hj. Bestem forkastningskriteriet nar signifikansnivaet er a.

Hva blir konklusjonen pa hypotesetesten nar bremseprgvene for den nye dekk-
typen er som angitt i tabell 2 og a = 0.05. (Husk at verdier til en del summer
for dette datasettet er oppgitt i innledningen til oppgaven.)



