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Oppgave 1 Terningspill

Anta at en vanlig terning kastes. La Xi være stokastisk variabel som viser antall
øyne i kast i, der utfallet xi ∈ {1, . . . , 6}, og P (Xi = l) = 1

6 , l = 1, . . . , 6. Dette
betyr at E(Xi) = 3.5 og Var(Xi) = 1.712.

a) Vi ser på summen av 2 uavhengige terningkast: Y2 = X1 +X2.
Regn ut sannsynligheten for at summen er 12.
Regn ut sannsynligheten for at summen er større eller lik 10.
Regn ut den forventede summen.

I et spill kastes terningen gjentatte ganger, og man forsøker å oppnå høy score.
La score etter kast k være Zk. Før kast k + 1 velger man selv om det skal kastes
et kast til, eller om spillet skal avsluttes og da beholder man sin nåværende score
Zk. Man starter spillet med score Z0 = 0 ved k = 0. Dersom utfallet av kast k+ 1
er xk+1 ∈ {1, . . . , 5}, så adderes utfallet til scoren (Zk+1 = Zk + Xk+1). Dersom
utfallet blir xk+1 = 6, så settes scoren Zk+1 = 0, og spillet avsluttes.

b) Regn ut forventet score etter første kast.
Dersom en spiller har score 30, og velger å fortsette kasting, hva er forventet
score etter neste kast?
En spiller bruker optimal forventningsverdi til å ta valget om å i) fortsette
kasting eller ii) stoppe med nåværende score. Ved hvilke score er det optimalt
å fortsette kast av terning?

Oppgave 2 Hotellpris

Harald vurderer hotellferie i Barcelona på sensommeren. Anta at prisen på et
hotellrom kan beskrives ved en normalfordeling med forventning µ Euro per natt
og standardavvik 20 Euro. Anta en kronekurs på 9.2 kroner per Euro.

a) Anta i dette punktet at µ = 100.
Hva er fordelingen til prisen, i kroner, på et hotellrom per natt?
Hva er sannsynligheten for at et hotellrom koster mer enn 1000 kroner?
Hva er sannsynlighteten for at et hotellrom koster mer enn 1100 kroner, gitt
at det koster mer enn 1000 kroner?
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Harald mener forventet pris er 100 Euro, mens en venn sier at det har blitt dyrere.
De er enige om at standardavviket er kjent og lik 20 Euro. Harald samler inn
data for å undersøke om forventet pris har blitt høyere enn 100 Euro. Han ringer
rundt på stedet og samler inn prisdata, x1, . . . , x20, for 20 hotellrom. Det oppgis
at x̄ = 120 Euro.

b) Formuler undersøkelsen som en hypotesetest.
Bruk antakelsen om normalfordelte data og de oppgitte tallverdiene til å
gjennomføre hypotesetesten på signifikansnivå 0.05.

c) Vi vurderer så at sann forventning er lik 110 Euro.
Regn ut teststyrken.
Hvor mange data måtte Harald ha samlet inn for å få en teststyrke på 0.95?

Oppgave 3 Medisinkonsentrasjon

Vi skal i denne oppgaven betrakte en sykdom hvor behandlingen består i at pasi-
enten får injisert en medisin i blodet. La x være dosen en pasient får. Vi skal anta
at denne dosen kan kontrolleres slik at vi ikke betrakter x som stokastisk. Et døgn
etter at man har injisert medisinen måler man konsentrasjonen, Y , av medisinen i
blodet. Vi skal anta følgende lineære regresjonsmodell for sammenhengen mellom
x og Y ,

Y = bx+ ε,

der b er en ukjent konstant og ε er en normalfordelt stokastisk variabel med for-
ventningsverdi 0 og varians σ2. Vi skal i hele denne oppgaven anta at σ2 = 2.02 er
kjent.

Vi skal anta at vi har observerte verdier for n = 10 pasienter og la xi og Yi for
i = 1, 2, . . . , n være tilhørende verdier av injisert dose og målt konsentrasjon i
blodet. Det antas at Y1, Y2, . . . , Yn er uavhengige stokastiske variabler og at regre-
sjonsmodellen beskrevet over gjelder for hver av dem. Observerte verdier for de n
pasientene er:

pasient i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi 2.0 5.0 2.5 2.5 4.5 5.5 3.0 6.0 3.0 2.5
yi 2.9 11.5 5.1 7.9 9.7 11.0 8.6 13.8 5.7 2.4
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Figur 1: Til venstre: Residualplott. Dose xi er plottet langs x-aksen og estimert ver-
di for residualet εi er plottet langs y-aksen. Til høyre: Normalsannsynlighetsplott
(normalkvantil-kvantilplott, QQ-plott) for estimerte residualer.

Det oppgis at ∑n
i=1 xi = 36.5, ∑n

i=1 x
2
i = 152.25 og ∑n

i=1 xiyi = 331.65.

For modellen og dataene gitt over viser figur 1 residualplott og normalsannsyn-
lighetsplott (normalkvantil-kvantilplott, QQ-plott) for de estimerte residualene.

a) Beskriv kort hva et normalsannsynlighetsplott (normalkvantil-kvantilplott,
QQ-plott) generelt kan brukes til og hvordan man skal tolke plottet.
Med utgangspunkt i plottene i figur 1, diskuter hvorvidt de observerte ver-
diene ser ut til å passe med den spesifiserte modellen.

For å estimere parameteren b er det foreslått tre estimatorer

b̃ =
∑n

i=1 Yi∑n
i=1 xi

, b̂ = 1
n

n∑
i=1

Yi og ̂̂
b =

∑n
i=1 xiYi∑n
i=1 x

2
i

.

Det oppgis at ̂̂b er forventningsrett og at Var
[̂̂
b
]

= σ2/
∑n

i=1 x
2
i .

b) Hvilken av de tre estimatorene vil du foretrekke når n = 10 og observasjonene
er som gitt over? Begrunn svaret.

c) Skriv opp rimelighetsfunksjonen (likelihood function) for b for situasjonen
beskrevet over. Benytt så rimelighetsfunksjonen til å utlede sannsynlighets-
maksimeringsestimatoren (SME) for b.
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I resten av denne oppgaven skal du, uavhengig av dine resultater i punkt b) og c),
ta utgangspunkt i estimatoren ̂̂b gitt over.

d) Begrunn at ̂̂b er normalfordelt.
Utled et (1− α) · 100% konfidensintervall for b uttrykt ved n, x1, x2, . . . , xn,
Y1, Y2, . . . , Yn, σ2 og α.
Beregn intervallet numerisk når observasjonene er som angitt ovenfor og
α = 0.10.

Det er viktig at konsentrasjonen av medisin i blodet ikke blir for høy da dette kan
gjøre at pasienten får alvorlige bivirkninger av medisinen. Etter å ha observert
resultatene for de første n = 10 pasientene (angitt over), får legene inn en ny
pasient og etter å ha undersøkt denne pasienten vurderer legene at det er viktig
at målt medisinkonsentrasjon i blodet for denne pasienten ikke overstiger 10.0.

e) Bestem den høyeste dosen x0 den nye pasienten kan få injisert hvis det kreves
en sannsynlighet på minst 0.95 for at målt medisinkonsentrasjon i blodet
etter et døgn ikke overstiger 10.0.


