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Oppgave 1
I denne oppgava ser vi pa Markovkjeda med overgangsmatrise
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a) e Teikn tilstandsdiagrammet for Markovkjeda og bestem ekvivalensklas-
sane.

e Kva tilstandar er rekurrente og kva tilstander er transiente? Grunngje
svaret.

e Rekn ut fglgjande sannsyn:

P(X4:3|X3:1,X2:2) og P(X2:3|X0:1)

b) e Rekn ut sannsynet for absorpsjon i tilstand 0 dersom Markovkjeda star-
tar i tilstand 1.
e Anta at Markovkjeda startar i tilstand 1 og rekn ut forventa tid opp-
heldt i kvar av tilstandane 1 og 2 fgr absorpsjon i tilstand 0 eller 3.
Oppgave 2

La {X,,n=0,1,...} vere ein forgreiningsprosses der kvart nytt individ far avkom
uavhengig av alle andre individ. X, er talet pa individ i generasjon n og vi antar
at Xy = 1. Pa slutten av si levetid har kvart individ fatt ingen avkom med sannsyn
Py = %, eit avkom med sannsyn P, = % og to avkom med sannsyn P, = %.

a) e Forklar kvifor denne prosessen dannar ein Markovkjede.

e Utlei tilstandsrommet. Kva tilstandar er transiente og kva tilstandar er
rekurrente?

b) Berekn forventa tal pa avkom per individ. Kva er sannsynet for at popula-
sjonen dgyr ut?
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Oppgave 3

Talet pa utbetalingar pa livstrygdingspolis hos eit forsikringsselskap fglgjer ein
Poisson-prosess med rate A = 6 utbetalingar per veke. La N(t) vere talet pa
utbetalingar ved tid ¢ (malt i veker) og anta at N(0) = 0.

a) e Kva er forventa tid til den femtande utbetalinga?
e Rekn ut E(N(4) — N(2) | N(1) =5)
e Rekn og ut P(N(3) > 12).

Anta at belgpet pa kvar utbetaling er eksponentialfordelt med forventningsverdi
12000 kroner. Anta vidare at kvar utbetaling er uavhengig av dei andre utbetalin-
gana og uavhengig av det totale talet pa utbetalingar.

b) Kva er forventningsverdi og varians for det totale belgpet utbetalt over ein
fire vekers periode.

Oppgave 4

Skiskyting er ei vinteridrettsgrein som kombinerar langrenn og skyting. Anta at
innbyggarane i Oslo ynskjer a bli betre i skiskyting og drar til eit populeert skian-
legg for a trene. Ved skianlegget er det eit stadion med tre offentlege skytestasjonar.
Skilgparar kjem frem til stadionet som ein Poisson-prosses med rate 5 skilgparar
per minutt, det vil seie A\ = 1/12 skilgparar per sekund. Dersom ein av skytestasjo-
nane er ledige begynner skilgparen augeblikkeleg a skyte og forlet deretter direkte
stadionet etter at han er ferdig. Dersom alle skytestasjonane er opptekne ventar
skilgparen i ko til ein av skytestasjonane blir ledig. Tida kvar skilgpar oppheld seg
pa skytestasjonen er uavhengig av dei andre skilgparane og er eksponentialfordelt
med forventningsverdi 30 sekunder, det vil seie med rate p = 1/30.

La X (t) betekne talet pa skilgparar pa stadionet ved tid ¢, det vil seie talet pa
skilgparar som anten held pa & skyte eller ventar i kg pa at ein av skytestasjonane
skal bli tilgjengeleg. Vi antar at X (0) = 0.

a) e Forklar kort kvifor X (¢) er ein fgdsels- og dgdsprosess og oppgje alle
fgdsels- og dgdsratane.

e Dersom X (t) = 3, kva er forventa tid til alle dei tre skilgparane har
skote ferdig?

b) Kva er forventa tid til X (¢) = 3 for forste gang dersom vi startar ved tid 07
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I spgrsmala som star igjen, uttrykk fgrst svaret som ein funksjon av A og p. Rekn
deretter det numeriske svaret ved a nytte dei oppgjevne parameterverdiane.

c) e Utlei grensefordelinga for X ().
(Du kan nytte: Y32 a" = =, viss |a| < 1.)

e Finn delen av skilgparar som kan starte a skyte augeblikkeleg etter
framkomst (det vil seie uten forst & matte vente til ein av skytestasjo-
nane blir ledig)?

d) e Rekn ut forventa tal pa skilpparar pa stadionet (etter ei lang tid).

e Bruk Littles formel til a finne forventa tid kvar skilgpar nyttar pa sta-
dionet.
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Formulas for TMA4265 Stochastic Processes:

The law of total probability

Let Bi, Ba, ... be pairwise disjoint events with P(U2;B;) = 1. Then

P(A|C) =Y P(A|B;NC)P(B;|C),

=1

E[X|C] = i E[X|B; N CP(B;|0).
=1

Discrete time Markov chains

Chapman-Kolmogorov equations
(m-n) ZOO (m) p(n)
m-+n m n
Pz'j = Py h kj -
k=0

For an irreducible and ergodic Markov chain, 7; = lim, Pi(jn)

the equations
Uy :ZWZ'PU and Zﬂ'i:l.
i i

For transient states i, j and k, the expected time spent in state j given start in state i,
Sijs is

exist and is given by

Sij = (5@‘ + Z Pikskj-
k
For transient states ¢ and j, the probability of ever returning to state j given start in
state 7, fij, is
fij = (sij = 6ij)/ 835-
The Poisson process

The waiting time to the n-th event (the n-th arrival time), S,,, has the probability density

)\ntn—l o
fs,(t) = (n—l)!e for ¢>0.
Given that the number of events N (t) = n, the arrival times Sy, Ss, ..., S, have the joint

probability density

n!
fshs%_’gnw(t)(sl,32, .oy Spln) = m for 0<s1<s9<...<s, <t
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Markov processes in continuous time

A (homogeneous) Markov process X (t), 0 < t < oo, with state space Q C ZT =
{0,1,2,...}, is called a birth and death process if

Piﬂq_l(h) = )\Zh + O(h)
Pii—1(h) = pih + o(h)
P;i(h) =1— (N + pi)h +o(h)
Pij(h) = o(h) for |j —i] =2

where Pij(s) = P(X(t +s) = j|X(t) =), 4,j € Z*, \; > 0 are birth rates, u; > 0 are
death rates.

The Chapman-Kolmogorov equations

Pz'j (t -+ 8) = i Plk(t)Pk‘](s)

k=0
Limit relations L Pu(h) Pui(h)
i — Iy . i i o .
hli%ih (U hli% h qij » i

Kolmogorov’s forward equations
PL(t) =Y arjPir(t) — v;Py(t).
k#j
Kolmogorov’s backward equations
Pi(t) =Y qinPrj(t) — viPij(t).
ki
If P; = limy_,o P;;(t) exist, P; are given by
’Uj]Dj = Z qijk and ZPJ = 1.
k#j J

In particular, for birth and death processes

Py and P, =0,FP for k=1,2,...

1
> heo Ok

where W \
(9():1 and Hk: LA R for /{721,2,...
M1 - v R
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Queueing theory

For the average number of customers in the system L, in the queue Lg; the average
amount of time a customer spends in the system W, in the queue Wg; the service time
S; the average remaining time (or work) in the system V', and the arrival rate \,, the

following relations obtain
L=XW.

Lo = X\aWo.
V = ME[SW{] + A E[S?]/2.

Some mathematical series

n 1—ant!
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