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Hjelpemidler – B2:
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Rottman: Matematisk formelsamling

Sensuren faller i uke 3.

Alle svar skal begrunnes, og det skal g̊a klart fram hvordan svarene er oppn̊add. Svar tatt
rett fra kalkulator godtas ikke som fullgode svar.

Oppgave 1

a) Funksjonene f(t) og h(t) har Laplacetransformerte

F (s) =
2b

s2 − b2
+

b2

s2(s − b)
og H(s) = F (s)e−as

der a og b er konstanter, a ≥ 0 og b 6= 0. Finn f(t) og h(t).

b) Bruk Laplacetransformasjonen til å løse differensialligningen

y′′ − y = 2δ(t − 1) + g(t) der g(t) =

{
0 for t < 1

t for t > 1,

δ(t − 1) er Diracs deltafunksjon og initialverdiene er y(0) = 1, y′(0) = 1.

Er løsningen deriverbar overalt?
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Oppgave 2

a) Finn en (formell) løsning av rand– og initialverdiproblemet

∂u

∂t
= c2∂2u

∂x2
(1-dimensjonal varmeligning)(i)

u(0, t) = u(π, t) = 0 for t ≥ 0,(ii)

u(x, 0) = f(x) =

{
x for 0 < x < π/2,

π − x for π/2 < x < π,
(iii)

n̊ar det oppgis som kjent fra læreboka at alle funksjoner av formen u(x, t) = F (x)G(t)
som oppfyller (i) og (ii) er gitt ved

un(x, t) = Bne−n2c2t sin nx, Bn konstant, n = 1, 2, 3, . . .

b) Finn alle løsninger av (i) p̊a formen u(x, t) = F (x)G(t) som oppfyller randbetingel-
sene

u(0, t) = 0 og ux(π, t) = 0 for t ≥ 0.(iv)

Oppgave 3

a) Funksjonen u(x, t) tilfredsstiller den partielle differensialligningen

∂2u

∂x2
= t

∂u

∂t
for t > 1, −∞ < x < ∞.

Dessuten er

lim
|x|→∞

u(x, t) = lim
|x|→∞

ux(x, t) = 0 for t > 1

u(x, 1) = f(x) for −∞ < x < ∞
der f(x) er en gitt funksjon.

Finn en differensialligning som den Fouriertransformerte

û(w, t) = F{u(x, t)} =
1√
2π

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−iwx dx

tilfredsstiller og vis, ved å løse denne, at û(w, t) = f̂(w)e−w2 ln t.

b) La A være en konstant, A > 1, og sett gA(x) = e−x2/(4 ln A).

Finn den Fouriertransformerte ĝA(w) = F{gA(x)}. Bruk tabell.

Vis at u(x, t) (funksjonen i a)) kan skrives p̊a formen

u(x, t) =
1

2
√

π ln t

∫ ∞

−∞
f(x − p)h(p, t) dp

og skriv opp eksplisitt formen av h(x, t).
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Oppgave 4
Vis at

1

z
=

∞∑
n=0

in−1(z − i)n for |z − i| < 1.

Finn de to Laurentrekkene med senter z = i for funksjonen

f(z) =
1

z(z − i)

som gjelder i omr̊adet 0 < |z − i| < 1 og i omr̊adet 1 < |z − i| < ∞.

Oppgave 5

a) Finn de tre røttene zk, k = 0, 1, 2, til ligningen z3 + 1 = 0. Vis at residuet til
funksjonen

f(z) =
eπiz

z3 + 1
i punktet zk er lik − 1

3
zke

iπzk .

b) Konturen CR,r er gitt som p̊a figuren, der
ΓR og γr er halvsirkler. Finn verdien av
integralet ∮

CR,r

f(z) dz.

Finn ogs̊a grenseverdien

lim
r→0

∫
γr

f(z) dz.

Svarene skal skrives p̊a normalform.

-

6

x

y

−1-

-

-

I

−R −1−r

γr

−1+r R

ΓR

c) Vis at

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z) dz = 0

og bruk resultatene ovenfor til å finne verdien av integralet∫ ∞

−∞

sin πx

x3 + 1
dx.


