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Alle svar skal begrunnes, og det skal ga klart fram hvordan svarene er oppnadd.

Oppgave 1
a) Vis at den Laplacetransformerte til funksjonen f(t) =te " +2e™ "+t —2er
1
Fls)= ——
(s) s2(s+1)?

Finn den inverse Laplacetransformerte til funksjonen G(s) = F(s)e™".

b) Bruk Laplacetransformasjon til a lgse initialverdiproblemet
y'+2y +y=r(), y0)=1 y(0)=-1
der r(t) er funksjonen gitt ved r(t) =0 for t < 1, r(t) =t — 1 for t > 1.

Oppgave 2
Vis at
L{tf"(t)} = —2sF(s) — s*F"(s) + f(0)

Side 1 av 3

nar F(s) = L{f(t)} og f(t) og f'(t) er kontinuerlige og f”(t) er stykkevis kontinuerlig.

La y(t) veere en lpsning av differensialligningen
ty" + 2y +ty =0
som oppfyller y(0) = 1, og la Y(s) veere den Laplacetransformerte av y(t).

Vis at Y'(s) = —1/(s* + 1) og finn y(t).

(Merk at differensialligningen bare har én initialbetingelse, men det nok for a lgse oppgaven.)
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Oppgave 3
a) Funksjonen f(z) er definert ved

f(x):{1 for 1 <z <2

0 forO<z<logfor2<uz<m.

Finn Fouriercosinusrekka til f(z) pa intervallet 0 < x < 7. Hva er summen av rekka nar
r=1ognar x = —7/27

b) Finn alle funksjoner u(x,t) = F(z)G(t) slik at

(i) Up = Uy Tor0<az<m t>0
(ii) uz(0,8) =0, wuy(m,t)=0 fort>0.

Bestem, pa rekkeform, en funksjon u(x,t) som oppfyller (i), (ii) og
(iii) u(z,0) = f(z) forO<z<m

der f(z) er funksjonen definert i a).

Oppgave 4
Gitt funksjonen

0 ellers.

fla) = {1 for |z] < 1

Vis at den Fouriertransformerte (1/v2m) [°° f(x)e™™" dx til f(x) kan skrives pa formen

Finn ogsa den Fouriertransformerte av konvolusjonen f * f. Bruk invers Fouriertransformasjon
til & bestemme verdien av integralet

dw.

> cosbw — 2 cos 3w + cos w
w2

— 00

(Du kan bruke, uten begrunnelse, at (f * f)(z) er en kontinuerlig funksjon.)

Oppgave 5
Vis at funksjonen

u(z,y) = " sin (y + 1)

er harmonisk. Finn en funksjon v(z, y) slik at funksjonen f(z) = u(x,y)+iv(x,y) er analytisk,
og skriv funksjonen f(z) som et uttrykk i z.
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Oppgave 6
La f(z) veere funksjonen som oppfyller f(z)(e* — 1) = z og som har Maclaurinrekke

€ f(z)=co+crz+c2® + ez + - - (Jz| < R).
a) Finn alle polene til f(z) og regn ut residuet i hver av dem.  (Hint: f(z) = z/(e* — 1).)

b) Angi konvergensradien R til Maclaurinrekka (x), og vis at koeffisientene cq, 1, ca, ...

oppfyller
n—1
Ck
w=1 og }:m_kﬂzo forn=2,3,4,... .
k=0
Oppgave 7

a) Finn alle singularitetene til funksjonen

iz

e
Z) = ———=
og oppgi hvilken type de er av. Vis at residuet til f(z) i punktet z =i er lik —%ie_l.

b) La I'p veere halvsirkelen z = Re?, 0 < 6 < 7. Vis at

lim f(z)dz=0.

R—o0 Tx

Bruk residuregning til a finne verdien av det uegentlige integralet

/°° COS T p
— dz.
Coo (T +22)?



