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Oppgavesettet har 12 punkter, 1ab, 2ab, 3ab, 4, 5, 6ab, 7ab, som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Vikan finne f(t) = L71{F(s)} ved & bruke integralregelen 2 ganger:

C_l 1 -3t C—l 9 /t —37 -3t
= = = 1
{ 3 3 (& — 8(8 3) 9 o (& dn -3 (e )

-1 9 /t —37 =3t
= f(t)=L {82(8+3) 03( eT) dr =3t+e
9 3 11

s2(s+3) 2 s s+3°
For & finne g(t) = L71{G(s)}, bruker vi skiftteorem 2:
g(t) = LT {F(s)e™} = f(t — 2)u(t — 2)

- [3@ —2) e 30D 1] u(t —2) = {

Eller, vi kan bruke delbrgkoppspalting:

0 for 0 <t <2
3t+e 302 _7 fort>2

b) Vi regner forst ut R(s) = L{r(t)}:

9 92

—2s 2
% , eller: R(s)= / 9e S dt = = —
0

r(t) =9—9u(t —2) = R(s) = = —

S S

S S

Vi Laplacetransformerer sa initialverdiproblemet og bestemmer Y = L{y}:

—2s —2s
2V —s - () 43V D=2 2 ey —sp 2 X
S S S S
1 9 9e~28 1

- s+3+52(5+3)  $2(s+3) - 8+3+F(8)_G(8)

y= E”(Y) =+ f(t) — g(t)

=e 3 (Bt +e —1) — [3(t —2) + e —1u(t - 2)
’3t—|—3t—1 for 0 <t <2
e —e 3D 46 fort>2
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a) Grafen til den jevne, henholdsvis odde, 4-periodiske utvidelsen av f:

9(x) h(z)
1
- 1 | L — \ f \ 1 \ f \
| | | | | | | | | |
N = I
e — 41 — | J | —1 J |

Vi spker cosinusrekka f(x) = ag+ >, an cos (nwa/L). Her er L = 2 og Eulerformlene
for koeffisientene gir

Y e

2
4
/f coswd:):—/ cos % g+ /( l)cos@d:):——silrlE
0 2 1 2 nmw 2

Nar n er partall, n = 2m, er sinnn/2 = sinmm = 0. Nar n er oddetall, n = 2m + 1, blir
sinnm/2 = sin (mn 4+ 7/2) = cosmm = (—1)™. Cosinusrekka blir dermed

4 i (-1 cos (2m + 1)z
_7r £ 2m +1 2

b) Visetter = 1/2 i sinusrekka til f, og bruker at sin (2n + 1)7/2 = (—1)". Siden f
er kontinuerlig for z = 1/2, og f(1/2) = 1, far vi

12 = %Z sin (2n + 1)m/2 éz (" _ Z (-1 T/ =
n=0 n

2n+1 7T :02n+1 n+1

Sinusrekka (x) er Fourierrekka til h. Siden h er kontinuerlig for z = 7, er

sin (2 + 1)m
= = S
Z 1M

a) Vi setter inn u(x,t) = F(x)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:

J e, F"—kF =0
F'G=FG" -2FG — = — — 2=k (konstant
, = e (konstant), G — (k+2)G =0

Randbetingelsene medfgrer F'(0) = F(w) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, far vi lgsninger
F(zr)#0nark=-n?n=1,2,3,... Dablir Fj,(x) = sinnz. Ligningen for G(t) blir
G1(t) = Ajel + Bie™t formn=1

G" + (n?> —2)G =0 med lgsnin
( ) & Gn(t) = A, coswpt + By sinwpt  forn=23,...

der w, = Vn? —2 og A,, B, er vilkarlige konstanter. (Lgsningen for G;(t) kan ogsa
skrives G1(t) = Aj cosht + Bj sinht.) For u(x,t) = F(z)G(t) blir svaret

ul(x,t) =N ({L‘)Gl (t) = (Alet + Bleft) sinx
Un(z,t) = Fo(2)Gp(t) = (Apcos Vn?2 — 2t + B, sinvn? — 2t) sinnz, n=2,3,...

Lgsningsforslag 21. desember 2001 Side 2



SIF5012 Matematikk 4K 21.12.01

b) Siden den gitte ligningen er linezer og homogen, er summen u(z,t) =Y 7 | u,(z,t)
ogsa en lgsning, og den oppfyller randbetingelsene. Vi setter folgelig

o0
u(z,t) = (Alet + Ble*t) sinz + Z(An cos\/n? —2t+ B,siny/n? —2 t) sin nx
n=2

og bestemmer koeffisientene A,, og B,, for n = 1,2,3,... slik at initialbetingelsene blir
oppfylt.

>\ sinnx o0
1) Zl A = u(z,0) = (A1 +Bl)SiH$+Z2An sin nw

n= o

o0
(2) 0 =wu(z,0) = (A —Bl)sinx—i—ZBn\/n?—Q sinnx
n=2

Av (1) far vi Ay + By =1og A, = 1/n* forn > 2. Av (2) far vi A — B; =0 0g B, =0
for n > 2. Det gir A; = By = 1/2 og, siden %et + %e‘t = cosh t,

[e.9]
1
u(x,t):coshtsin:):—l—g — cos Vn? — 2tsinnz.
n

n=2

Integralligningen kan skrives f(z) * e~b7* = ¢~ Vi Fouriertransformerer ved & bruke

~

konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertransformerte, og finner f(w) = F{f(x)}:

~ 1 2 1 2
/2 . —w?/4b _ —w?/4
™ f(w) V2b ‘ \/§e

Flw) = Vb gy _ VO e VOVEB 1 g

V2 V2 Var V28

der 1/48 = 1/4—1/4b, dvs. B = b/(b—1). Ved igjen a bruke den oppgitte Fouriertrans-
formerte far vi

VOVEB e b prgeen)

— U Flw)) = —
fo) = FHflw)y = 22 ——

Funksjonen u(z,y) = 2% — y® 4 2€” cos y er harmonisk siden uz; + uy, = 0.
Ifglge Cauchy—Riemannligningene ma u og v oppfylle

(1) vy =uz =2x+ 2€e* cosy og (2) vy = —uy =2y + 2€e"siny.
Ved a integrere (1) mhp. y og derivere svaret mhp. z, far vi
(3) v=2xy+2e"siny+ h(x) og (4) vy =2y +2e"siny + K (z)

der h(z) er en vilkarlig funksjon av . Sammenligner vi (2) og (4) ser vi at h/(z) = 0,
dvs. h(z) = C (konstant). Dermed far vi v(z,y) = 2zy + 2e” siny + C.
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@ a) Singulere punkter for f(z) = (z + 1)?/[2(22 +1)?] er z; = 0 (en enkel pol) og
z9 = —1/2 (pol av orden 2).

Res f(2) = lim [=(2)] = [—

z=21 (22 4+ 1)2
. d 132 L d [+ [2-1 3
zR:?zSz f(z) = z—lgqﬂ dz [(z +3) f(z)] N z—lgqﬂ dz [ 4z | 422 =1 4

b) Vi setter z = ¢, dz = ¢%i df = iz df. Nar  varierer fra 0 til 27 vil z gjennomlgpe
enhetssirkelen C': |z| = 1 med positiv orientering, og residuteoremet gir

21 i 4 q 2 1)2 1 o 2
/ (e.+)2d9:7{L)Qﬁzfj{f(z)dzzﬂz:}{esf(z):ﬁ.
0o (2% +1) c2z+1)2%iz i Jo i = 2

a) Vi bruker Maclaurinrekka e* = 3" >° /2" /n! (gyldig for alle z) med 3iz istedenfor z.

[e) . \n 00 \n -\ 2 -\ 3
f(z)=63iz—1:z_;)—(3;;) —1= > (?;;) z”:3i2+—(3;!) 22+—(332!) PANE

f(2) B e o~ BO" L 3 (8D (30)°
9() = 7 :Z_:l R Zl(n+2)!z =c ottt @70

b) Vihar |e¥* —1| < |3 +|—1] ifolge trekantulikheten. |e3?| = |e73¥ 31| = ¢73Y og
nar z € g blir [€3%| < 1 og |z| = R. Da er |g(2)| < 2/R?, og vi far ved M L-ulikheten:

/F ) g(2) dz

2
< 2 TR = lim g(z)dz = 0.

R—oo Tr
La C vere konturen pa figuren til hgyre. Siden g(z) er Ly
analytisk pa og innenfor C, er §, g(z)dz = 0 ifolge Cau-
chys integralteorem. Pa intervallene [—R, —r| og [r, R] er I'r

z =z, dz = dzr. Dermed er

/rg(ﬂc) dx + /Tg(zr) dz + /ng(x) dx + /Tg(z) dz=0. _—* %{()\T —

—-R

Av Laurentrekka i punkt a) ser vi at g(z) har en enkel pol i z = 0 med Res,—g g(z) = 3i.
Da er lim,_,g (— f% 9(2) dz) = miRes,—0g(z) = —37 ifplge teorem i Kreyszig 15.4.

Ovenfor har vi vist at limpg—.oo [p, 9(2) = 0. Dermed far vi

—r R o) e3ix -1
lim (/ g(x) d:):—l—/ g(x) d:):) = —3m dvs. pr.v./ " dx = —3m.

0
15::00 -R —00

Integralet ffooo(l — cos 3z)/x? dx er konvergent, og realdelen til integalet ovenfor gir da

001_
/ Mdﬂc:?m.

2
oo x

Lgsningsforslag 21. desember 2001 Side 4



