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Oppgavesettet har 12 punkter, 1ab, 2ab, 3ab, 4, 5, 6ab, 7ab, som teller likt ved bedømmelsen.

1 a) Vi kan finne f(t) = L−1{F (s)} ved å bruke integralregelen 2 ganger:

L−1

{
1

s + 3

}
= e−3t =⇒ L−1

{
9

s(s + 3)

}
= 9

∫ t

0
e−3τ dτ = −3

(
e−3t − 1

)
=⇒ f(t) = L−1

{
9

s2(s + 3)

}
=

∫ t

0
3
(
1 − e−3τ

)
dτ = 3t + e−3t − 1

Eller, vi kan bruke delbrøkoppspalting:
9

s2(s + 3)
=

3
s2

− 1
s

+
1

s + 3
.

For å finne g(t) = L−1{G(s)}, bruker vi skiftteorem 2:

g(t) = L−1
{
F (s)e−2s

}
= f(t − 2)u(t − 2)

=
[
3(t − 2) + e−3(t−2) − 1

]
u(t − 2) =

{
0 for 0 < t < 2
3t + e−3(t−2) − 7 for t > 2

b) Vi regner først ut R(s) = L{r(t)}:

r(t) = 9 − 9u(t − 2) ⇒ R(s) =
9
s
− 9e−2s

s
, eller: R(s) =

∫ 2

0
9e−st dt =

9
s
− 9e−2s

s

Vi Laplacetransformerer s̊a initialverdiproblemet og bestemmer Y = L{y}:

s2Y − s · 1 − (−3) + 3 (sY − 1) =
9
s
− 9e−2s

s
, s(s + 3)Y = s +

9
s
− 9e−2s

s

Y =
1

s + 3
+

9
s2(s + 3)

− 9e−2s

s2(s + 3)
=

1
s + 3

+ F (s) − G(s)

y = L−1(Y ) = e−3t + f(t) − g(t)

= e−3t +
(
3t + e−3t − 1

) − [
3(t − 2) + e−3(t−2) − 1

]
u(t − 2)

=

{
2e−3t + 3t − 1 for 0 < t < 2
2e−3t − e−3(t−2) + 6 for t > 2
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2 a) Grafen til den jevne, henholdsvis odde, 4-periodiske utvidelsen av f :

-
x

6
g(x)

−4 −2 2 4

1

−1

-

6

x

h(x)

−4

1

−1

−2 2 4

Vi søker cosinusrekka f(x) = a0 +
∑∞

n=1 an cos (nπx/L). Her er L = 2 og Eulerformlene
for koeffisientene gir

a0 =
1
2

∫ 2

0
f(x) dx =

1
2

[∫ 1

0
dx +

∫ 2

1
(−1) dx

]
= 0

an =
2
2

∫ 2

0
f(x) cos

nπx

2
dx =

∫ 1

0
cos

nπx

2
dx +

∫ 2

1
(−1) cos

nπx

2
dx =

4
nπ

sin
nπ

2
.

N̊ar n er partall, n = 2m, er sin nπ/2 = sin mπ = 0. N̊ar n er oddetall, n = 2m + 1, blir
sin nπ/2 = sin (mπ + π/2) = cos mπ = (−1)m. Cosinusrekka blir dermed

f(x) =
4
π

∞∑
m=0

(−1)m

2m + 1
cos

(2m + 1)πx

2
.

b) Vi setter x = 1/2 i sinusrekka til f , og bruker at sin (2n + 1)π/2 = (−1)n. Siden f
er kontinuerlig for x = 1/2, og f(1/2) = 1, f̊ar vi

f(1/2) =
4
π

∞∑
n=0

sin (2n + 1)π/2
2n + 1

=
4
π

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
=⇒

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
f(1/2) =

π

4
.

Sinusrekka (∗) er Fourierrekka til h. Siden h er kontinuerlig for x = π, er

4
π

∞∑
n=0

sin (2 + 1)π2

2n + 1
= h(π) = −1.

3 a) Vi setter inn u(x, t) = F (x)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:

F ′′G = FG′′ − 2FG ,
F ′′

F
=

G′′

G
− 2 = k (konstant),

F ′′ − kF = 0
G′′ − (k + 2)G = 0

Randbetingelsene medfører F (0) = F (π) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, f̊ar vi løsninger
F (x) 6≡ 0 n̊ar k = −n2, n = 1, 2, 3, . . . Da blir Fn(x) = sin nx. Ligningen for G(t) blir

G′′ + (n2 − 2)G = 0 med løsning
G1(t) = A1e

t + B1e
−t for n = 1

Gn(t) = An cos ωnt + Bn sinωnt for n = 2, 3, . . .

der ωn =
√

n2 − 2 og An, Bn er vilk̊arlige konstanter. (Løsningen for G1(t) kan ogs̊a
skrives G1(t) = A∗

1 cosh t + B∗
1 sinh t.) For u(x, t) = F (x)G(t) blir svaret

u1(x, t) = F1(x)G1(t) =
(
A1e

t + B1e
−t

)
sin x

un(x, t) = Fn(x)Gn(t) =
(
An cos

√
n2 − 2 t + Bn sin

√
n2 − 2 t

)
sinnx, n = 2, 3, . . .
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b
)

Siden
den

gitte
ligningen

er
lineæ

r
og

hom
ogen,er

sum
m

en
u(x

,t)
= ∑

∞n
=

1
u

n (x
,t)

ogs̊a
en

løsning,
og

den
oppfyller

randbetingelsene.V
i
setter

følgelig

u(x
,t)

= (A
1 e

t+
B

1 e −
t )

sin
x

+
∞∑n
=

2 (A
n

cos √
n

2−
2
t+

B
n

sin √
n

2−
2

t )
sin

n
x

og
bestem

m
er

koeffi
sientene

A
n

og
B

n
for

n
=

1,2,3,...
slik

at
initialbetingelsene

blir
oppfylt.

∞∑n
=

1

sin
n
x

n
4

=
u(x

,0)
=

(A
1
+

B
1 )sin

x
+

∞∑n
=

2

A
n

sin
n
x

(1)

0
=

u
t (x

,0)
=

(A
1 −

B
1 )sin

x
+

∞∑n
=

2

B
n √

n
2−

2
sin

n
x

(2)

A
v

(1)
f̊ar

vi
A

1 +
B

1
=

1
og

A
n

=
1/n

4
for

n
≥

2.A
v

(2)
f̊ar

vi
A

1 −
B

1
=

0
og

B
n

=
0

for
n
≥

2.
D

et
gir

A
1

=
B

1
=

1/2
og,

siden
12 e

t+
12 e −

t=
cosh

t,

u(x
,t)

=
cosh

tsin
x

+
∞∑n
=

2

1n
4

cos √
n

2−
2
tsin

n
x
.

4
Integralligningen

kan
skrives

f(x)∗
e −

bx
2

=
e −

x
2.

V
i
Fouriertransform

erer
ved

å
bruke

konvolusjonsregelen
og

den
oppgitte

Fouriertransform
erte,

og
finner

f̂(w
)

=
F{f(x)}:

√
2π

f̂(w
)·

1
√

2b
e −

w
2
/
4
b
=

1√2
e −

w
2
/
4

f̂(w
)

=

√
b

√
2π

e −
w

2
/
4−

(−
w

2
/
4
b)

=

√
b

√
2π

e −
w

2
/
4
β

=

√
b √

2β
√

2π
·

1
√

2β
e −

w
2
/
4
β

der
1/4β

=
1/4−

1/4b,dvs.
β

=
b/(b−

1).V
ed

igjen
å

bruke
den

oppgitte
Fouriertrans-

form
erte

f̊ar
vi

f(x)
=

F
−

1{f̂(w
)}

=

√
b √

2β
√

2π
·e −

β
x
2

=
b

√
π(b−

1)
e −

bx
2
/
(b−

1
)
.

5
Funksjonen

u(x
,y)

=
x

2−
y

2
+

2e
x
cos

y
er

harm
onisk

siden
u

x
x

+
u

y
y

=
0.

Ifølge
C

auchy–R
iem

annligningene
m

å
u

og
v

oppfylle

(1)
v
y

=
u

x
=

2x
+

2e
x
cos

y
og

(2)
v
x

=
−

u
x

=
2y

+
2e

x
sin

y
.

V
ed

å
integrere

(1)
m

hp.
y

og
derivere

svaret
m

hp.
x,f̊ar

vi

(3)
v

=
2x

y
+

2e
x
sin

y
+

h(x)
og

(4)
v
x

=
2y

+
2e

x
sin

y
+

h ′(x)

der
h(x)

er
en

vilk̊arlig
funksjon

av
x.

Sam
m

enligner
vi

(2)
og

(4)
ser

vi
at

h ′(x)
=

0,
dvs.

h(x)
=

C
(konstant).

D
erm

ed
f̊ar

vi
v(x

,y)
=

2x
y

+
2e

x
sin

y
+

C
.
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6
a)

Singulæ
re

punkter
for

f(z)
=

(z
+

1)
2/ [z(2z

+
1)

2 ]
er

z
1

=
0

(en
enkel

pol)
og

z
2

=
−

1/2
(polav

orden
2).

R
es

z
=

z
1

f(z)
=

lim
z→

0 [z
f(z)]= [

(z
+

1)
2

(2z
+

1)
2 ]

z
=

0

=
1

R
es

z
=

z
2

f(z)
=

lim
z→

−
1
/
2

dd
z [(z

+
12 )

2f(z) ]
=

lim
z→

−
1
/
2

dd
z [

(z
+

1)
2

4z ]
= [

z
2−

1
4z

2 ]
z
=−

12

=
−

34

b
)

V
isetter

z
=

e
iθ,

d
z

=
e
iθi

d
θ

=
iz

d
θ.N̊

ar
θ

varierer
fra

0
til2π

vil
z

gjennom
løpe

enhetssirkelen
C

:|z|=
1

m
ed

positiv
orientering,

og
residuteorem

et
gir

∫
2
π

0 (e
iθ

+
1 )

2

(2e
iθ

+
1)

2
d
θ

= ∮
C

(z
+

1)
2

(2z
+

1)
2

d
ziz

=
1i ∮

C
f(z)

d
z

=
2π

i

i

2
∑k
=

1

R
es

z
=

z
k

f(z)
=

π2
.

7
a)

V
ibruker

M
aclaurinrekka

e
z

= ∑
∞n
=

0
z

n
/n!(gyldig

for
alle

z)
m

ed
3iz

istedenfor
z.

f(z)
=

e
3
iz−

1
=

∞∑n
=

0

(3iz)
n

n!
−

1
=

∞∑n
=

1

(3i)
n

n!
z

n
=

3iz
+

(3i)
2

2!
z
2
+

(3i)
3

3!
z
3
+

···

g(z)
=

f(z)
z
2

=
∞∑n
=

1

(3i)
n

n!
z

n−
2

=
∞∑n
=−

1

(3i)
n
+

2

(n
+

2)! z
n

=
3iz

+
(3i)

2

2!
+

(3i)
3

3!
z

+
···

(z6=
0)

b
)

V
ihar|e

3
iz−

1|≤
|e

3
iz|+|−

1|ifølge
trekantulikheten.|e

3
iz|=

|e −
3
y
+

3
ix|=

e −
3
y,og

n̊ar
z∈

Γ
R

blir|e
3
iz|≤

1
og|z|=

R
.
D

a
er|g(z)|≤

2/R
2,og

vi
f̊ar

ved
M

L
-ulikheten:

∣∣∣∣ ∫
Γ

R

g(z)
d
z ∣∣∣∣ ≤

2R
2 ·

π
R

=⇒
lim

R→
∞ ∫

Γ
R

g(z)
d
z

=
0.

L
a

C
væ

re
konturen

p̊a
figuren

til
høyre.

Siden
g(z)

er
analytisk

p̊a
og

innenfor
C

,er ∮
C

g(z)
d
z

=
0

ifølge
C

au-
chys

integralteorem
.
P̊

a
intervallene

[−
R

,−
r]og

[r,R
]er

z
=

x,
d
z

=
d
x.

D
erm

ed
er

∫
−

r

−
R

g(x)
d
x

+ ∫
γ

r g(z)
d
z

+ ∫
R

r
g(x)

d
x

+ ∫
Γ

r g(z)
d
z

=
0.

-
x

6
y

-

I

-
�

0
−

R
−

r
r

R

Γ
R

γ
r

A
v

L
aurentrekka

ipunkt
a)

ser
viat

g(z)
har

en
enkelpoli

z
=

0
m

ed
R

es
z
=

0
g(z)

=
3i.

D
a

er
lim

r→
0 (− ∫

γ
r
g(z)

d
z )

=
π
iR

es
z
=

0
g(z)

=
−

3π
ifølge

teorem
i

K
reyszig

15.4.

O
venfor

har
vi

vist
at

lim
R→

∞ ∫
Γ

R
g(z)

=
0.

D
erm

ed
f̊ar

vi

lim
r→

0
R→

∞ (∫
−

r

−
R

g(x)
d
x

+ ∫
R

r
g(x)

d
x )

=
−

3π
dvs.

pr.v. ∫
∞−∞

e
3
ix−

1
x

2
d
x

=
−

3π
.

Integralet ∫
∞−∞

(1−
cos3x)/x

2
d
x

er
konvergent,

og
realdelen

tilintegalet
ovenfor

gir
da

∫
∞−∞

1−
cos3x
x

2
d
x

=
3π

.
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