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Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2ab, 3ab, 4, bab og 6ab som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Funksjonen f(¢) kan uttrykkes ved hjelp av Heavisidefunksjonen (stepfunksjonen) u(t)
som

F) = (t = 1)%u(t —1).
Av transformasjonsregelen L{h(t — a)u(t — a)} = H(s)e™ far vi, siden L{t?} = 2/s3,

2 —S
F(s) = L

Fra regelen om den Laplacetransformerte til et integral, £{ f(: f(r)dr} = (1/s)F(s), finner
vi at den Laplacetransformerte til g(¢) er

b) Vi setter X1 = L{x1} og Xo = L{z2}. Den Laplacetransformerte av differensiallig-
ningssystemet blir det linesere systemet

sXq +X2:F(S) sXq +X2:F(S)
VS.
X1 — (sX2— 1) =G(s) X1 —sXo=G(s) - 1.
Vi kan lgse ligningssystemet f.cks. ved a gange den andre ligningen med s og trekke den
fra den forste. Det gir Xo + 52Xy = F(s) — sG(s) + s = s (siden sG(s) = F(s)) og dermed

s
5241

For X7 far vi

1 2 .1
X125X2+G(8)71:G(s)7m28—4@ ey

X9 =

Siden £71(2/s*) = ¢3/3 far vi ved invers Laplacetransformasjon at

T = %(t —1)%u(t — 1) —sint

x9 = cost.

a) Grafen til den odde, henholdsvis jevne, 2m-periodiske utvidelsen av f:
y y
1

Koeffisientene i sinusrekka er gitt ved formelen

2 us
b, = 7/ f(z)sinnz dz.
T Jo

Vi benytter delvis integrasjon og far

bn=z/ (1—£)sinnmdm=z[— (1—3) cosnw]ﬂ_z/ lcosnxdle.
T Jo 7T m m n lo 7wy ™ n nm
| S —

Sinusrekka til f er Fourierrekka til g. Altsa er 0

n=1

Nar & = 31m/2 har vi, fordi g er odde og periodisk med periode 27, at summen av rek

er

25 SR _ g(a6m —m/2) = g-/2) = —glm/2) = L2 1= -1

n=1
b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) tilfredsstiller () og (+x), ma vi ha
F'=kF, G =kP*G og F(0)=F(r)=0.
Fra Kreyszig 11.5 vet vi at alle ikketrivielle lgsninger for F(z) blir F,,(z) = B} sinna -

k=-n?dern=1,2,3,... og B er konstant. For G(t) far vi G, (t) = Cpe™ ¢t der
er konstant, og altsa

up(z,t) = Fo(2)Gp(t) = Bne’"%%sinn,r, n=1,2,3,... (B, = B:C

Siden (%) er linezer og homogen, er summen u(z,t) = Y o, up(z,t) ogsé en lgsning,
den oppfyller (sx). Vi setter folgelig u(x,t) =Y o, Bye""t sin nx og bestemmer koe
sientene B, slik at initialbetingelsen blir oppfylt.

Vi skal ha 1 — z/7 = u(z,0) = Y.0°; Bysinna for 0 < = < 7. Fra punkt a) far
B, =2/(nm) og folgelig

(1) 2 i 1 22 .
u(z,t)=—=> —e sinnz.
Tin
a) For de Fouriertransformerte far vi
fA( ) 1 /1 iwa 1 [787“”} ! —e W 4 et 2iginw 2 sinu
W) = —— e = —— - = = — s
V2m ) V2m w 1 iw\/2m w2 T w
1 "0 . 1 o~ (1Hiw)z | 1 1 1 1—4
Glw) = —— / iy gy L jze T L _ L1z
V2r Jo Ver | LHiw | fon 1+ iw om 1+ w2

T, —iwx

(Vi brukte at lim, . e~ (Hiw)z — Jim e~ e = lim, 0o e~ *(cos wx — sinwzx) =

b) Vi har F{h(z)} = F{(f * 9)(x)} = v27 f(w)g(w) ifolge konvolusjonsregelen. Sid
h(z) er kontinuerlig, far vi ved hjelp av formelen for invers Fouriertransformert at

W) = FUV2r f5) = \/%—ﬂ / " Var fluglw)e du = 1 / T _(1+)w;1)e“d

J —o0

Setter vi z = 0, far vi

1 /°° (1 —iw)sinw

. w(l + w?)

00 1 1
dw=10) = [~ fC-powrar= [ 19@)@:/{) ePdp=1-c

—oo
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Det sgkte integralet er realdelen av integralet pa venstresiden. Siden hgyresiden er reell, Siden z = z, dz = dx pa x-aksen og z = iy, dz = i dy pa y-aksen, er
far vi ] ) o
. - ) . f)d ‘R girz p £im> ot ‘R gimiy >
1 [  sinw 1 sin w 1 z z:/ - $+/ — dz _/ ——idy
;ﬁwmdwzlfe dvs. /womdwzfr(lfe ). Cn o zt+4 rp 244 o (iy)t+4

og dermed far vi
Vi multipliserer med e* og lgser ligningen vi far med hensyn pa e*:

/R i 6i7Tz ) R e~ ™Y 7.‘.(7; _ 1) .
2 4+ /= 4—d1‘+/ —dz—z/ ——dy=———¢€"".
(*)?—2i* +1=0  somgir ¢ = 2=V0 =(1+v2)i. Jo w44 Jrp 244 Jo yt+4 8
Dermed blir z = In [(1 + \/5)2} og siden Inw = In |w| + i Arg w + 2kmi far vi Vilar R — oo og setter inn ¢ = cosmz + isinmz. Det gir
r00 ;o3 . 00—y .
2=z =In[(1+V2)i] =In (V2 +1) +7i/2 + 2kmi, k=0,+£1,%2,..., og COSTL HISINTL ) g Ldy:”(l 1) .
0 zt+4 0 yt+4 8

z=zp=In[1-V2)i] =In(V2—-1) - 7i/2+ 2%kmi, k=0,+1,£2,....
Ved 4 ta realdel og imaginerdel far vi, siden [;°e™™/(y* +4)dy = [;° e™™ /(2" +4) ¢

L¢sningene ligger altsa pa de to vertikale lin- —0.88+3mi/2) y‘ . L .
jene Ul / cosmr T x og / sinwz —e™™ T _n
=1In(v/2+1) ~ 0.88 Ll o xt44 8 o al 44 g8
|| j088+mi/2
og .
r=In(v2-1)~ —0.88 L a) Av formen pa det gitte omradet ser vi at sentrum i Laurentrekka skal veere zg = 0. V
—0.88-mif2! || 4 bruke summeformelen 1/(1 — q) = >">° ¢" (for || < 1) for en geometrisk rekke, far
og avstanden mellom to nabolgsninger pa T
samme linje er 27 ~ 6.28. b 1 1 1 1ex /22\" 22 2z
| 10.88—3mi = —. = = — = _—, —| < 1.
088/ 3-2. 3 1-2:3 3Z<3> D o 3
| | n=0 n=0
a) Funksjonen f(z) = €™ /(2% 4 4) har sin- y Dermed far vi
gulcﬁre punkter der nevneren er 0. Det er nar 1 nyn % on,n-2 1 9 PR
2t = —4 = 4e™H2FTE altsa nar g(z) = = Z e e R 2)
o o 2(3—2z) 22 3"+1 = 3ntl 322 92 21 =3
2=z, = V2T =01, 2, 3. M B a
: l Laurentrekka er gyldig nar [2z/3] < 1 og z # 0, dvs. for 0 < |z| < 3/2. Altsa er R = 3,
Nullpunktene er av forste orden, og siden tel- : : - Dette folger ogsa av at R er avstanden fra zp til neermeste singuleere punkt z; = 3/2.
leren €% # 0 har f(2) enkel pol i punktene | | b) Vi bruker Maclaurinrekka e* = 377 ) 2" /n! med 1/zP istedenfor z, z # 0. Det gir
20=V2(1/V2+i/V2) =1+, e x oo |
. . ) _ p-1,1/20 _ _p-1 _
z1=—-144 z=-1—4 z3=1—1 h(z) =2""e =7 Z% nl(zp)r ZJ; n! z(n=Dp+1
Det eneste singulaere punktet i forste kvadrant er zg = 1 4 ¢, og residuet er . 7117 "= 1 . .
) ) ) _ p-1 _ p-1
Res f(2) e ez gpeim(1+i) (4™ (14d)e =2+ Z (n 4 1)l zrwt1 =2 + + o 21 p+1 + 31 ,2p+1 +o (z#0).
es z)=|——— = — = = = . o
=% Giray],,, 42 4z 4(—4) 16 "=

De singuleere punktene for f(z) = g(z) + h(z) er zop = 0 og 21 = 3/2. Legger vi samm
Laurentrekkene for g(z) og h(z), ser vi at f(z) har et vesentlig singuleert punkt i z =
og Res.—g f(z) =2/9+1=11/9.

I 23 = 3/2 har g(z) har en enkel pol og h(z) er analytisk. Dermed har f(z) en enkel pc

b) Vi kan anta R > /2 (siden vi skal la R — o).
Vi har [ = | (@HW)| = |im2||e=™| = ¢~V og |24 + 4] > |2|* —4. PaTgery >0 og
|z| = R og falgelig |f(z)| < 1/(R* — 4) for alle z € T'g. Ved hjelp av M L-ulikheten far vi

o gimz 1 R i ) o elimz 21 = 3/2, og residuet er
= d<—— I folgel 1 dz = 0. ,
/FRZ4+4 Z‘_R4—4 g oslvece Téo/r Y ) ) )
Det singulaere punktet zg ligger innenfor kurven Cr (se figuren). Av residuteoremet far vi z}i(;;gf(z) - [22(3 — 22)] 32 +0= 22(3 — 22) + 22(-2) 3/2 Ty
z z
w(i—1) _.

f(z)dz =27i Res f(z) =
Cr 2=20 8
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